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CORRESPONDENCIA ADS/QCD COM DILATON
QUADRATICO: TERMODINAMICA E COEFICIENTES DE
TRANSPORTE

RESUMO

Ao longo deste trabalho, estudamos a termodinamica e calculamos os coeficientes de
transporte de um plasma nao-conforme com base em um modelo holografico efetivo para a
QCD, que surge de uma teoria Finstein-Dilaton em 5 dimensoes. O modelo escolhido aqui é
caracterizado por um espago-tempo tipo buraco negro plano-simétrico assintoticamente anti-
de Sitter (AdS) acoplado a um dilaton quadratico. O campo dilatonico é considerado dual
a uma deformacao por um operador da Teoria de Campos Conforme (CEFT) da fronteira.
A inclusao desse campo leva a uma quebra explicita da simetria conforme da teoria, além
de garantir o confinamento linear no regime do infravermelho (IR). Para levar em conta os
efeitos de temperatura finita, consideramos as solugoes da acao de Einstein-Dilaton, em que
a temperatura Hawking do buraco negro é identificada com a temperatura no plasma da te-
oria dual. Mostramos a existéncia de uma temperatura minima, 7T,;,, acima da qual surgem
duas possiveis solugoes: uma associada com os buracos negros grandes e outra com os bura-
cos negros pequenos. Os resultados encontrados para as quantidades termodinamicas, como
entropia, calor especifico, energia livre e velocidade do som, sao consistentes com outros mo-
delos holograficos. Investigando as perturbagoes na métrica e no dilaton, obtivemos também
o coeficiente de viscosidade de cisalhamento 7 a partir de uma comparacao direta das relagoes

de dispersao das flutuagoes com os modos da hidrodinamica relativistica.

Palavras-chave: Correspondéncia AdS/CFT; QCD Holografica; Branas Negras; Hidrodina-

mica Relativistica.
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ADS/QCD CORRESPONDENCE WITH QUADRATIC
DILATON: THERMODYNAMICS AND TRANSPORT
COEFFICIENTS

ABSTRACT

Throughout this work, we study the thermodynamics and calculate the transport coefficients
of a plasma based on an effective holographic model for QCD, that arises from an Einstein-
Dilaton theory in 5 dimensions. The model chosen here is characterized by an asymptotically
AdS black hole spacetime coupled to a quadratic dilaton. The dilatonic field is conside-
red dual to a deformation by an operator in the boundary Conformal Field Theory (CFT).
The inclusion of this field leads to an explicit break of the conformal symmetry, in addi-
tion to guaranteeing linear confinement in the infrared (IR) regime. To take into account
the finite-temperature effects, we consider the solutions of the Einstein-Dilaton action, where
the Hawking temperature of the black hole is identified with the plasma temperature of the
dual theory. We show the existence of a minimum temperature 7},;,, above which two pos-
sible solutions appear: one identified with the large black holes and the other with the small
black holes. The results found for thermodynamic quantities, such as entropy, specific heat,
free energy, and speed of sound, are consistent with other holographic models. Investigating
perturbations in the metric and dilaton, we also obtained the shear viscosity coefficient 7
from a direct comparison of the dispersion relations of the fluctuations with the modes of the

relativistic hydrodynamics.

Keywords: AdS/CFT Correspondence; Holographic QCD; Black Branes; Relativistic Hy-

drodynamics.



2.1
2.2

2.3

24

2.5

2.6
2.7

2.8

Lista de Figuras

Comportamento da constante de acoplamento a,(Q)) com o momento @ (figura
extraida da referéncia [1]). . . . . . . . ..
Diagrama de fases da QCD (extraido da referéncia [6]). . . . . .. .. ... ..
Representagao gréfica dos espagos-tempo AdS (figura extraida de [21]). Na
figura vemos a coordenada radial r, com a fronteira conforme localizada em
T o 00 v e e e e e
O fator de deformacao para varios valores de ¢; obtemos o AdS para c=10. . .
Temperatura em funcao da posicao do horizonte, z,. A linha preta tracejada
indica o valor do zy;,. A linha azul (vermelha) representa a solugao de buraco
negro grande (PEqUENO). . . . . . . ...
Densidade de entropia em funcao da posi¢ao do horizonte (esquerda) e da
temperatura (direita). . . . . . ...
Energia livre F' como fungao da posi¢ao do horizonte (lado esquerdo) mostra
uma transicao de fases. A direita F' vs T mostra a presenca da transicao de
fases para To. > Topin. -+« o v o e
A Densidade de energia como funcao da posicao de horizonte decresce rapida-
mente a zero depois do valor Zm - - . . . . ..o
Anomalia do trago como funcao da temperatura . . . . . . .. ... ... ...
Calor especifico como fungao da posi¢ao do horizonte (esquerda), como fungao
da temperatura (direita) as linhas tracejadas representam z,,;, € Tpn. Nas
duas Figura s é evidente as faixas com sinal contrario relacionadas com as fases
estavel e instavel dos buracos negros. . . . . ... ... L.
Velocidade do som em funcao temperatura, a linha ponteada horizontal corres-

ponde ao valor conforme 1/3 . . . . ... ..o



SUMARIO

INTRODUGAO . . . . . .

1 CORRESPONDENCIA ADS/CFT

1.1 Espaco-tempo Anti-de Sitter . . . . . .. .. ...
1.2 Teorias de Campo Conforme . . . . . . . .. ... ... ....

1.2.1 Funcoes de correlacao de teorias de campo
1.3 Elementos de hidrodinamica relativistica . . . . . . . .. ...
1.4 Origem da correspondéncia AdS/CFT . ... ... ... ...
1.5 QCD Holografica . . . . ... ... ... ... ... ......

2 QCD HOLOGRAFICA A TEMPERATURA FINITA
2.1 O espago-tempode fundo. . . . . . . . ...
2.2 Propriedades termodinamicas . . . . . .. ...
2.2.1 Temperatura . . . . . . . . ... ...
2.2.2 Entropia e densidade de entropia . . . . . ... .. ..
2.2.3 Energia livre e densidade de energia . . . . . . . .. ..
224 A anomaliadotraco . . ... ... .. ... .. .. ..
2.2.5 Calorespecifico . . ... ... ... ... ... ...
2.2.6 Velocidadedosom . . ... ... ... .........
2.3 Comportamento assintético . . . . . . ... ... ... ...
2.3.1 Limite de grandes buracos negros . . . .. .. ... ..

2.3.2 Limite de pequenos buracos negros . . . . .. ... ..

3 PERTURBACOES GRAVIDILATONICAS

3.1 Equacoes de Einstein linearizadas . . . . . . .. ... ... ..

3.2 Perturbacoes e transformacoes de calibre . . . . . . . ... ..

3.3 Equacgoes de perturbacao invariantes de calibre

3.3.1 Setor tensorial . . . . . . ...
3.3.2 Setor vetorial . . . . . . . .. ...
3.3.3 Setorescalar. . . . . .. .. ...

DISCUSSAO . . . . o,

REFERENCIAS

13
13
16
18
21
23
25

29
29
32
33
34
34
36
36
37
38
38
39

41
42
43
44
44
46
49
52

54



INTRODUCAO

A teoria que descreve o comportamento dos quarks é a Cromodinamica Quantica
(QCD). Essa é uma Teoria Quantica de Campos (TQC) baseada no grupo SU(3). As parti-
culas que sao trocadas na interagao entre os quarks sao os glions. A fonte dessa interacao é a
carga de cor. Ao contrario da interacao eletromagnética, descrita pela Eletrodinamica Quan-
tica (QED), em que as particulas de troca da interagao, os f6tons, sdo eletricamente neutros,
os glions podem transportar carga de cor durante a interagao; portanto, os glions podem

interagir uns com os outros, o que complica significativamente a descricao das interagoes.
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Figura 1: Comportamento da constante de acoplamento a,(Q) com o momento @ (figura
extraida da referéncia [1]).

O fato de que a constante de acoplamento a,, na QCD, depende do inverso do loga-
ritmo da energia, 1/log(E), faz com que os métodos perturbativos usuais da TQC nao sejam
amplamente aplicaveis. As interagoes na QCD de altas energias, em que métodos tradicionais
como as expansoes diagramaticas ou as simulagoes de Monte Carlo tém sucesso, sao bem
conhecidas e tém sido frequentemente comparadas com os resultados experimentais, como na
Figura 1, onde podemos ver o comportamento da constante de acoplamento em funcao do mo-
mento (), bem como uma comparacao dos dados experimentais com as aproximacoes da QCD.
Por outro lado, no regime de baixas energias, em que os quarks e os gliions estao confinados,
a descrigao tedrica da interagao nuclear forte ainda representa um desafio. Uma parte desse
desafio estd no estudo da estrutura de fases da QCD (Figura 2), que nos fornece informagoes
sobre as temperaturas (7') e os potenciais quimicos bariénicos (up) em que as mudangas de

estado dos quarks e dos glions ocorrem. Em baixas temperaturas e para pequenos valores
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de up, as particulas ainda estao fortemente acopladas. Em altas temperaturas, as particulas
formam um plasma de quarks e glions (QGP), observado inicialmente no Relativistic Heavy
Ion Collider (RHIC) [2-5]. Neste plasma as particulas estdo desconfinadas, porém elas se
comportam (aproximadamente) como um fluido perfeito, fortemente interagente [6], que pode
ser descrito pela hidrodinamica relativistica. A correspondéncia AdS/CFT, formulada por
Maldacena em 1998 [7], representa uma alternativa para esse estudo, nao apenas em relagao
as propriedades estaticas do QGP, tais como o espectro e as propriedades termodinamicas,
onde a QCD na rede tem sucesso, mas também na descricao de propriedades dinamicas no

tempo real, onde é necessario o desenvolvimento de novos métodos nao perturbativos.

He

Figura 2: Diagrama de fases da QCD (extraido da referéncia [6]).

A correspondéncia AdS/CFT nos permite estabelecer uma relagao entre modelos gra-
vitacionais num espago-tempo assintoticamente anti-de Sitter (AdS) em d + 1 dimensoes,
baseados em Teoria de (Super)Cordas, e uma Teoria de Campos Conforme (CFT) na fron-
teira d-dimensional deste espaco-tempo. A implementacao mais célebre da correspondéncia
estabelece uma relagao entre a teoria N' = 4 Super-Yang-Mills (SYM) 4d-dimensional e a
Teoria de Supercordas do tipo IIB em um espago AdS;xS® [7].

No contexto da correspondéncia AdS/CFT e, especialmente, em modelos de QCD
Hologréafica (HQCD) como o de Gubser e Nellore [8] e o Improved HQCD [9-11], torna-
se possivel obter uma boa aproximacao a QCD por meio de uma CFT deformada. Nessa
aproximacao, a deformacao da CFT pode ser interpretada como uma quebra da simetria
conforme da QCD no limite de nimero de cores (V) grande [12]. A deformagao da CFT
é inserida por meio da presenca de um campo no espaco-tempo assintoticamente AdS. As
escolhas do espaco-tempo de fundo e do tipo de campo dependem das carateristicas da teoria
dual que se pretende estudar.

Em modelos holograficos, uma teoria de campos conforme a temperatura zero é dual

a uma teoria gravitacional num espago-tempo assintoticamente AdSs. Por outro lado, um
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fluido fortemente interagente, descrito por uma teoria de campos a temperatura finita, é dual
a uma teoria gravitacional no espago-tempo de um buraco negro AdSs plano-simétrico (brana
negra). A temperatura de Hawking do buraco negro estd associada a temperatura da teoria
de campos dual, assim como a entropia e as demais quantidades termodinamicas. De acordo
com a referéncia [13], é possivel obter algumas caracteristicas da QCD por meio de um sistema
Einstein-Dilaton no qual o campo escalar apresenta um comportamento qudartico na regiao
do ultravioleta e um comportamento quadratico na regiao do infravermelho. Nas referéncias
[14,15] foi mostrado que um campo escalar com perfil quadrético garante o confinamento linear
no infravermelho (IR). Vérias interpolagoes entre esses dois limites foram apresentadas em [12],
onde foram obtidos espectros dos setores escalar e tensorial dos glions compativeis com a QCD
na rede, mas ainda nao sao compativeis com a anomalia do traco da QCD com N, grande.
Posteriormente, na referéncia [16], o estudo deste modelo foi estendido para & temperatura
finita. Quantidades termodinamicas como densidade de entropia, calor especifico e velocidade
do som foram calculadas nesse trabalho. Além disso, foram encontrados os coeficientes de
viscosidade do plasma nao-conforme a partir do estudo das perturbacoes lineares do buraco
negro. Neste contexto as perturbagoes da métrica do buraco negro, acopladas as perturbagoes
do campo escalar, representam perturbagoes no estado de equilibrio térmico do plasma nao-
conforme da teoria de campos dual.

Para se obter os coeficientes de transporte, utilizando a correspondéncia AdS/CFT, é
necessario considerar a expansao perturbativa da métrica de fundo, ou seja, as perturbagoes
gravitacionais do buraco negro assintoticamente AdS. Na sequéncia, uma das possibilidades
¢é expandir a acao até segunda ordem nas perturbagoes e escrever a acao on-shell em termos
de varidveis invariantes de calibre. Entao, é possivel calcular as fungoes de Green retardadas
e usar a formula de Kubo para extrair os coeficientes de viscosidade.

Nas referéncias [17, 18], emprega-se esses procedimentos para encontrar a viscosidade
de cisalhamento e a velocidade do som por meio da perturbagao de um buraco negro as-
sintoticamente AdSs, dual a um plasma conforme. Posteriormente, ampliou-se essa analise,
calculando-se o espectro de modos quase-normais (QNM) em [19]. Foi mostrado também que
é possivel extrair os coeficientes de viscosidade, tomando-se o chamado limite hidrodinamico
dos QNM, com a vantagem de evitar a necessidade de escrever as perturbacoes até segunda
ordem. Para isso, assume-se condigbes de fronteira de onda entrante no buraco negro (con-
siderando que os buracos negros classicamente nao emitem, a condicao de onda sainte nao
é relevante neste caso) e condigoes de Dirichlet na fronteira AdS. Para os modelos Improved

HQCD, pode-se calcular tanto o coeficiente de viscosidade de cisalhamento, recuperando o
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resultado universal n/s = 1/4m, quanto o coeficiente de viscosidade de volume, obtendo um
resultado diferente de zero, com uma dependéncia na temperatura, como se esperaria de um
plasma nao-conforme [11].

O modelo hologréafico com dilaton quadratico a temperatura finita foi estudado pri-
meiramente em [20], como uma solugao particular no caso de um potencial quimico zero. O
comportamento das quantidades termodinamicas obtidas é similar aquele das quantidades
encontradas nos modelos ITHQCD [9-11]. Um dos nossos objetivos aqui é ampliar o estudo da
termodinamica desse modelo holografico com dilaton quadratico. Além disso, vamos calcular
os coeficientes de viscosidade do plasma nao-conforme, tomando o limite hidrodinamico dos
QNMs e comparando as relagoes entre frequéncia e nimero de onda, semelhantes aquelas
encontradas em [19], com os modos de um fluido relativistico.

Segue abaixo a organizacao do material contido nessa dissertacao. No capitulo 1,
apresentamos os aspectos mais basicos requeridos para compreender os fundamentos da cor-
respondéncia AdS/CFT. Além disso, sdo apresentados brevemente alguns modelos holografi-
cos, focando principalmente em modelos HQCD com um espaco-tempo 5d assintoticamente
AdS e um campo escalar dilatonico ® geral. O capitulo 2 contém uma anélise detalhada da
termodinamica de um buraco negro plano-simétrico, bem como uma analise assintética de
diversas quantidades termodinamicas nos limites de pequenos e de grandes buracos negros.
No Capitulo 3, apresentamos um estudo das perturbagoes lineares acopladas na métrica e
no dilaton (perturbagoes gravidilatonicas), em termos de varidveis invariantes de calibre, e
os os coeficientes de viscosidade encontrados. Para finalizar, sao resumidos alguns aspectos

termodinamicos do modelo HQCD adotado aqui.
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1 CORRESPONDENCIA ADS/CFT

O estudo de sistemas fortemente acoplados, como aqueles encontrados nos experimen-
tos do RHIC, mostrou a existéncia de uma transicao de fases de um estado confinado para
o QGP. As carateristicas fisicas apresentadas por esses sistemas mostram a necessidade do
desenvolvimento de métodos nao-perturbativos. Ao longo das ultimas duas décadas, a cor-
respondéncia AdS/CFT e suas variagoes tém tido éxito na descrigao de sistemas fortemente
acoplados. Tomando por base as referéncias [6,19,21,23,24], apresentamos neste capitulo um

breve resumo dos aspectos da correspondéncia que serao utilizados mais adiante.

1.1 Espago-tempo Anti-de Sitter

O espaco AdS faz parte dos espacos com curvatura constante; no caso do AdS, temos
curvatura constante negativa. Uma das formas de explorar as caracteristicas geométricas desse
espago ¢ a partir do conceito de um espago mergulhado em outro [22]. No exemplo simples
da esfera S?, vamos considerar um espaco base 3d euclidiano, com coordenadas z; € R e

1 =1,2,3, cuja métrica é dada por
ds® = da? + das + dx3 . (1.1)

A superficie esférica, mergulhada nesse espaco euclidiano, é formada por todos os pontos que
satisfazem a relagao

2]+ 13+ a5 = L2 (1.2)

sendo L o raio da esfera. Realizando a mudanca de coordenadas

x1 = Lsenf cos ¢,
x9 = Lsenfsen g, (1.3)

x3 = Lcos,

a métrica induzida sobre a superficie pode ser escrita como ds? = L?(d6? +sen?6 d¢?). Tanto a
esfera quanto o espago euclidiano 3d sao invariantes sob o grupo de rotagoes SO(3): qualquer
ponto da superficie esférica pode ser mapeado em um outro mediante uma transformacao de
SO(3). O vinculo entre os espagos, dado por (1.2), permite dizer que a esfera S? pode ser
vista como um espaco mergulhado no R3.

Uma andlise similar pode ser feita para o espaco hiperbdlico H2. Consideramos um
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espaco base de Minkowski 3d e definimos H? como a superficie
7P+ X2+ Y? =17 (1.4)

sendo L o raio de curvatura. Usando coordenadas levemente diferente das esféricas

X = Lsenh pcosp,
Y = Lsenh psen o, (1.5)

Z = Lcoshp,

podemos escrever a métrica da superficie definida por (1.4) como ds? = L?(dp? +senh?p d¢?).
Nesse caso, os dois espagos sdo invariantes sob SO(1,2). Consequentemente, H? pode ser
mergulhado em um espago tipo Minkowski, mas nao no espago euclidiano R? [6].

Seguindo a ideia anterior, por simplicidade, vamos descrever o espaco tempo AdSs
mergulhado em um espaco-tempo plano. Diferentemente dos casos anteriores, nosso espacgo

base é um espago-tempo plano com duas coordenadas temporais, cuja métrica é dada por
ds®* = —dZ* — dX* +dY*. (1.6)
Definimos uma superficie formada pelos pontos que satisfazem o vinculo
R/, G G o (1.7)

onde L é o raio do AdS. Mediante uma transformacao de coordenadas Z = L cosh pcosT,
X = Lcoshpsent e Y = Lsenh p, podemos escrever a métrica induzida sobre a superficie,

em coordenadas globais, como
ds* = L*(— cosh® pdr? 4 dp?). (1.8)

De modo similar aos casos descritos anteriormente, podemos realizar uma mudanga de coorde-
nadas de modo que os pontos representados no espago-tempo 3d plano possam ser mapeados
na superficie formada pelos pontos que satisfazem o vinculo (1.7). Assim, temos um espago-
tempo AdS mergulhado em um espago plano. A metrica (1.8) pode ser escrita em otras

coordenadas, por exemplo, as coordenadas de Poincaré (t,7), no qual X, Y e Z vem dadas
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por
(
X = Lrt,
Lr 5 1
:7(—15 —i-ﬁ—l), (19)
Lr 1
Z=—"|-1t+=+1
2= 5 ().

ds* = = dr* — L*r* dt*. (1.10)

A métrica do espaco AdS,,1, com d dimensdes espaciais, pode ser escrita como

T2

L?
2 2 v
ds® = ﬁdr + ﬁ(nﬂydx“dx ) (1.11)
onde 2° =¢, 4 =0,..,d e r > 0. Nestas coordenadas, para um r fixo, temos um espaco-tempo

chato de Minkowski R411,

r=o r=20

Figura 1.1: Representagao grafica dos espacos-tempo AdS (figura extraida de [21]). Na figura
vemos a coordenada radial r, com a fronteira conforme localizada em r — oc.

Na Figura 1.1, podemos observar como a coordenada r pode ser interpretada como uma
coordenada radial no espago-tempo AdS. Os comportamentos da geometria para r — 0 e
r — oo sdo particularmente interessantes. Por um lado, quando r — 0, temos uma (pseudo-
)singularidade devido & escolha das coordenadas. Por outro lado, quando r — oo a métrica
tem uma divergéncia quadrética caracteristica do comportamento assintético dos espagos-
tempo AdS. E conveniente trocar a coordenada r por uma nova coordenada radial z = L?/r,
a qual sera amplamente utilizada mais adiante. Neste sentido é importante definir a fronteira

conforme do espago-tempo AdS como o espaco resultante quando z — 0, que no contexto
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da métrica (1.11) corresponde ao espago-tempo chato em r — oo, ilustrado na Figura 1.1.
Além disso, temos que mencionar que a métrica de fundo pode levar a diferentes fronteiras

conformes, sendo que todas elas estao relacionadas por transformacoes conformes.

1.2 Teorias de Campo Conforme

Em geral, as simetrias conformes estao associadas as transformacoes que deixam a
métrica g, invariante, exceto por um fator de escala, isto é, se tivermos ds?* = g, (z)dz*dz”

a transformacao conforme produz uma mudanca na métrica da forma

G () = Q@) g (2) = €2 g (2). (1.12)

Esse tipo de transformagao preserva os angulos e, consequentemente, a estrutura causal, mas
altera o comprimento (intervalo) entre pontos do espago-tempo. As CFT’s consideradas aqui
sao invariantes sob o grupo de transformagoes conformes em um espaco-tempo de d dimensoes,
e possuem um tensor energia-momento 7 (x) local, conservado.

O grupo conforme em d dimensoes é resultado da extensao do grupo de Poincaré. No
caso em que d > 2, temos as translagoes com operador associado P, as dilatacoes D, as
transformagoes de Lorentz J,, e as transformacoes conformes especiais K,. Esses geradores
satisfazem a algebra de Poincaré, bem como as rela¢oes de comutagao abaixo [21]:

D, K,] = ~iK

e

[D,P,] =iP,, [K,,P,| = —2i(—Ju +nu.D),
[ 1 " n I (1.13)
D, Jm/] =0, [Kw Kp] =0, [Juw KP] = i(anKV + anku)‘

A algebra conforme em d dimensoes é equivalente ao SO(d, 2) na assinatura de Minkowski e
equivalente ao SO(d + 1, 1) na assinatura euclidiana [24].

As teorias quanticas de campo que apresentam operadores locais O(z*) que podem
ser classificados pelas suas propriedades de transformacao sob os grupos menores, que com-
poem o grupo conforme SO(d,2). Os operadores com a dimensdo de escala A do campo se

transformam da seguinte forma sob SO(2):
Oa(Az") = X204 (2") & [D, 0a(0)] = —iAOA(0). (1.14)

Na quantizagao radial [24], o espago de Hilbert da CFT vem dado por corte radial.
Neste espaco por exemplo, o operador dilatagoes D, gera a evolucao de um estado entre

diferentes cortes. Os operadores aniquilados pelos geradores conformes especiais K* na ori-
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gem sao conhecidos como operadores primdarios. Para uma posicao arbitraria, as relagoes de

comutacao sao dadas por:

onde A > (d —2)/2 ¢ a dimensao conforme do operador primario e X[, sio as matrizes na
representacao irredutivel do spin R. A dimensao conforme depende do spin R. Existem tam-
bém operadores descendentes que sao definidos pela sua atuacao com P* sobre um operador
primaério, sendo que tanto P* quanto K* permitem aumentar ou diminuir a dimensao A, [24],
ou seja, a atuagao de um operador local junto com P* ou K* permite aumentar ou diminuir
a dimensao conforme A.

A invariancia sob transformagoes conformes impoem restrigoes na forma das fungoes
de correlagao das teorias quanticas de campos, e permite calcular as fungoes de correlagao
com um numero manejivel de parametros, como a dimensao de escala [21,24]. Por exemplo,

para operadores escalares, as funcoes de correlacao de dois e trés pontos sao

2
(Oa, (21)0n, (12)) = 012 [ [ i — 2,172, (1.15)
1<J
3
(O, (21)Opy (22)Op, (1%)) = 13 [ [ s — a;| 2723725, (1.16)
i<j
(1.17)

onde A =Y. A, sdo a soma das dimensoes dos operadores na correlagao. E possivel também
fazer uma expansao do produto de operadores como combinacoes lineares de operadores con-
formes na vizinhanca do ponto. O calculo das fungoes de correlagao é notoriamente dificil, ja
que envolve o manejo de um grande nimero de termos. Porém a informagcao contida nas fun-
coes de correlagao das CFT’s, por sua vez, podem ser obtidas tomando derivadas funcionais

da funcao gerador, ou seja,

"W pa, )]

(On, (21)0n,(72) ) opr = 06a, (21)00n,(22) |4, o

(1.18)
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onde ¢a,(z) é a fonte classica associada ao operador. O campo fonte pode ser inserido na
acao da teoria de campo como um termo fonte e dai podemos ter a funcao geradora da teoria

de campos,

S =89 - /ddqui(O)(x)O(x). (1.19)

Com isso, podemos calcular a funcao de partigao da agao S’ na assinatura Euclidiana,

2los,0 = (o0 [ 205,005, (0)) >CFT. (1.20)

1.2.1 Funcoes de correlacao de teorias de campo

Para uma teoria quantica de campos relativistica em um espago-tempo de Minkowski
d-dimensional, vamos discutir a estrutura de indices de Lorentz das funcoes de correlacao
retardadas do tensor energia-momento com base na revisao de Kovtun e Starinets em [19].

As fungoes de Green sob andlise sao

~ ~

Guvap(x —y) = —i(2” — ") ([T (%), Tus(y)]) (1.21)

onde ¢ assumida a invariancia da teoria por rotacoes e translagoes. Dado que os valores espe-
rados referem-se a estados invariantes sob translacgoes, é conveniente empregar a transformada
de Fourier das fungoes de Green

d
Guas(Xx —y) = K xy (k) (1.22)
uv,af Yy (27T)d uv,a8 ) .

onde k = (kg, ) é o vetor momento linear d-dimensional, kx = kox + kx. Aqui é assumido
que todas as cargas globais sao nulas no estado de equilibrio, ou seja, os sistemas considerados
tém potenciais quimicos nulos. Assim, a invariancia CPT (Carga, Paridade, Tempo Reverso)

do estado em equilibrio e as simetrias do tensor energia-momento implicam em

Gvap(k) = Gapuw(k), (1.23)
Givap(k) = Guuap(k) = G pa(k). (1.24)

A conservacao de TW(X) indica que é possivel definir as fungoes de correlacao de modo que
satisfacam as identidades de Ward k*G . 05(k) = 0 e "G 1 05(k) = 0, se a teoria é invariante
por mudancas na escala.

As fungoes de correlagao de dois pontos do tensor energia-momento, no vacuo, podem
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ser escritas como uma soma de cinco termos admitidos pelas simetrias mencionadas anterior-
mente e proporcionais a 1M, Mag, (Mualg + MusMve)s Muwkaks +kukunas)s (Muakuks +uak, ks +
Nuskvke +Muskuks) € k kykoks. Porém, sé duas combinacoes lineares compativeis com a her-
meticidade de TW(X) e a invariancia sob rotagoes implica G, 05(ko, k) = Gu,a8(—ko, k)*. As

duas combinacoes podem ser escolhidas como P, Pug € Py Ps+ PusP, onde P, é dado por

P = 1 — D22 (1.25)
Uma forma conveniente de escrever a funcao de Green é
Guvap(k) = P PasGp(k?) + H,asGs(k?), (1.26)
onde
Hyap = %(PuaPVﬂ + BupPup) — ﬁpwpaﬂv (1.27)

¢ um projetor sobre tensores simétricos conservados e sem traco, construido de maneira de
satisfazer n** H,,, o5 = 0. Se a teoria tem invariancia por mudangas de escala, tem-se Gp(k?) =
0 e a funcao de correlagao tem a forma G, .5 = HuyyagGS(k2). No caso em que o valor
esperado refere-se a um estado sem invariancia por transformacoes de Lorentz, como o estado
de um sistema em equilibrio termodinamico em um ensemble canonico, é conveniente separar
H,,, 05 em dois projetores ortogonais:

P, =Pl + P. (1.28)

pv

T L o5 -
onde P,, e P, sao definidos por

kik;
K2’

P =0, Pl =0, Pg =0y = P;V =P, — P! (1.29)

pv?
e satisfazem as relacoes k:”PHTV = k‘“PHLV = 0. Qualquer expressao construida com PE; e PHLV
satisfaz o vinculo de conservacao. Um par de combinacoes importantes que formam projetores
Sa0
L or or L pT T pL L pT
Sm/,ocﬁ = §(P,uapz/5 + P,uaPI/B + P,uBPua + P,uBPua)v (130)

que satisfaz kS, s = 0 e também n*”S,, s = 0. E uma outra combinacao com as mesmas
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propriedades é dada por

1 L pL 1 T pT T pL L pT
Q;w,a,@ = ﬁ (d - 2)P/LVPOCB + mP,U«VPaﬁ - (P/,LI/POéB _|_ P/,LI/POéB) . (131)

Esses projetores sao também ortogonais um ao outro, Su,,,agna’\nﬁpQApm = (0. Portanto, o

projetor H,, .3, pode ser separado em

H,Lw,aﬁ = S,u,l/,aﬁ + Q;w,aﬁ + L,ul/,ozﬁa (132)

onde L, .3 é ortogonal a Sy, .5 € Qu,qs- Desse modo, em uma teoria invariante de es-
cala as funcoes de correlagao podem ser escritas como a soma de trés estruturas de indices

independentes
Guvas = Su,asG1(ko, k) + QuvasGa(ko, K*) + Lyu,apGs(ko, k*). (1.33)

Além disso, é possivel mostrar que devido a invariancia sob rotacoes, os limites de k — 0

(com Ky fixo) das trés fungdes escalares coincidem
ll{iLI%)Gl(ko,k2> - ll(iil%}GQ(k'o,k2> == ll{iil(leg(ko,kQ). (134)

Quando a teoria nao é invariante por mudancas na escala, é necessario definir duas funcoes

para definir G, og(k) da forma

1
Gras(k) = [((PﬁPECB + 5 (P Pas + P@P@)] Cr(ko. k%)

1
+ [((Pinjﬂ + 5(133;1356 + P/fyPgﬁ)] C1 (Ko, k2) (1.35)

+ Sw/,oa,é’Gl(kOa kz) + Q;,LV,OC,BGQ(]{:O? k2) + Lul/,aﬁG3(k0> kz)
Para uma teoria 4-dimensional a temperatura zero, escolhendo k, = (—w, 0,0, ¢), pode-

se encontrar as fungoes de correlagao listadas abaixo.

As funcoes de correlacao da densidade de momento transverso sao

1 ¢
Gtacl,tarl (k) = EWQ—_QQGl(waq)v (136)
1 quw
Gtxl,x1x3(k) = _QWQ——QZGl(w’(ﬁ, (137)
1 w?
Gzl$3’$1$3(k) = 5“}2——(]2G1<w’q) (138)
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As correlacoes de densidade de momento longitudinal, densidade de energia e estresse

diagonal
1 q*
Guwu(k) = gm[2G2(w7 q) +3CL(w, q)], (1.39)
1 wg
Gitas (k) = —g(wz_—qz)Qsz(W, q) +3CL(w,q)], (1.40)
1 2
Gupra (k) = éﬁ[ZGz(w, q) —3CL(w,q) — 3Cr(w,q)], (1.41)
e a correlacao de estresse transverso
1
lex27xlxz<k) = §G3(w,q). (142)

As fungoes de correlagao de um sistema em equilibrio térmico a baixas energias (w < T,
q < T') s@o descritas na aproximacao hidrodinamica efetiva. Os polos das fungoes de Green
retardadas de um sistema que apresenta um comportamento hidrodinamico depende de um
conjunto de parametros do fluido que representa o limite continuo do sistema, que por sua
vez, estao associadas com as singularidades das fungoes escalares. No caso Gs(w,q), nao
apresenta singularidades porque nao esta acoplada com flutuacoes de densidade de momento
ou energia. Por outro lado, as fungoes G (w, q) e G2(w, q), tem polos simples w = —iy,¢* e w =
+csq—il's¢?, respectivamente. v, é uma constante proporcional a viscosidade de cisalhamento,
cs € a velocidade do som, e I'y também é proporcional a viscosidade de cisalhamento no modo

do som.

1.3 Elementos de hidrodinamica relativistica

Em geral, um sistema com um grande numero de elementos interagentes, apresenta
em algum limite um comportamento que pode ser descrito pela hidrodinamica. Em um
plasma descrito por uma teoria interagente a T finita, a escala de comprimento é dada pelo
livre caminho médio ou pelo tempo de colisoes sucessivas das particulas do sistema, que é
inversamente proporcional a temperatura do plasma, [23]. Quando o comprimento de onda
¢ muito maior que o caminho livre médio, ou seja quando w < 1 e ¢ < 1, as flutuagoes
do equilibrio térmico do sistema sao bem descritas pela hidrodinamica. Esta secao é um
resumo do artigo [25] sobre flutuagdes hidrodinamicas em teorias relativistas, mas focado na
dinamica do tensor energia momento, porém no artigo podemos encontrar a revisao para

fluidos carregados. A dinamica do sistema é dada por leis de conservacao, em um espago-
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tempo com simetria translacional a corrente conservada é o tensor energia momento, T"", e

a lei de conservagao é

0, T = 0.

Na hidrodinamica escolhe-se descrever estados levemente fora do equilibrio, expressados em
termos de fungdes que mudam lentamente: a temperatura local T'(x) e o vetor u*(z) que
representa a velocidade local do fluido , e se for o caso p(z) o potencial quimico local (associado
a corrente conservada da simetria global U(1)). E possivel decompor o tensor energia momento
em componentes transversais e longitudinais respeito ao vetor u* em um espaco-tempo plano,

usado o projetor A* = nt 4+ yHu¥, como [26]

" = Eutu” + PAM + (QMu” + Q uM) + t", (1.43)

s

onde os coeficientes £ e P sao escalares, Q* ¢ um vetor transverso, ou seja, u,Q* = 0, t* é

um tensor simétrico, transverso e sem trago. Explicitamente eles sao

1

d
1 2 B

t,m/ 25 A,uaAz/B + AVQAUB - EA;WACMB T )

£ =uu,T",  P=-A,T" — Qu=—NAuusT

(1.44)

onde d é a dimensao espacial. A hidrodinamica se centra em expressar os coeficientes &,
P, Q", t* em termos das varidveis hidrodinamicas, u, e T. As expressoes para 7" em
temos das varidveis hidrodinamicas sao chamadas de relagoes constitutivas, [25]. As relagoes
constitutivas podem sao escritas em expansao derivativa, ou seja como poténcias das derivadas
das variaveis hidrodinamicas. Nesta expansao, a ordem zero corresponde a um sistema nao
perturbado, ou seja, a um fluido ideal.

Neste ordem, Q*, t* transversos nao podem ser construidos, porque eles dependem
das derivadas das variaveis hidrodinamicas. Porém, os coeficientes £ e P dependem de T e sua
interpretagao fisica vem de considerar que em estado de equilibrio, T = diag(e, P, ..., P),
onde € é a densidade de energia P é a pressao em equilibrio. Para um fluido movendo-
se com velocidade constante u*, o tensor energia momento pode ser obtido realizando a

correspondente transformagao de Lorentz, [25] e temos
T = eul'u” + PA", (1.45)

podemos identificar entdo £(z) = €(x) com a densidade de energia local, P(x) = P(x) com

a pressao local e u*(z) com a velocidade local do fluido. A equagao de estado em equilibrio
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permite obter a densidade de energia ¢ = —P + T's, a densidade de entropia s = dP/JT.
A partir da componente longitudinal da equacao de conservagao do tensor energia momento,
é possivel obter um a corrente de entropia conservada, 0,(su*) = 0, que estabelece que a
entropia ndo aumenta na hidrodinamica nao dissipativa, [25].

A hidrodinamica a primeiro ordem, apresenta a necessidade de escolher um quadro de
referencia (frame). No frame de Landau, onde a velocidade u* é escolhida para que Q" = 0
e T para que £ = e. E necessério expressar os coeficiente P, t* em termos de varidveis
hidrodinamicas, para obter as relagoes constitutivas a primeira ordem. Neste caso existem
duas quantidades escalares associadas ao tensor energia momento, além de T que podem
ser construidas: u*0,T', O\u*. Também temos dois vetores transversos, A9, T, A", com

1, = u’0\u”. Existe também um tensor simétrico, transverso e sem traco
B — AR AVS 2 Iz
o = AFYAY | Oyug + Ogug — ana/j@uu : (1.46)

fazendo uso das equacoes a ordem zero, é possivel escrever de forma simples a expansao
derivativa para P:

P =P — (o’ + O(0%), (1.47)

onde ( é o coeficiente de viscosidade do volume que pode ser calculado de diferentes formas.

Para o tensor o temos so

" = —no" + O(0?), (1.48)

onde 1 € o coeficiente de cisalhamento. Entao a relagao constitutiva no frame do Landau pode

ser tomada como [25]
2
T" = eulu” + PAM — nAre AP <8au5 + Oty — am@hu“) — CAM O\t + O(0%). (1.49)

Os coeficientes 7, (, podem obter-se da teoria da resposta linear em termos das funcoes de
correlacao do tensor energia momento como vimos na se¢ao anterior. Pode-se estabelecer que
os coeficientes tem valores independentes do frame embora aparecam em lugares diferentes

nas relagoes constitutivas.

1.4 Origem da correspondéncia AdS/CFT

Uma das primeiras tentativas de descrever as interacoes fortes foi a teoria de cordas.

Nesse contexto, as interagoes quark-antiquark, sao mediadas por cordas com uma certa tensao.
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A teoria obteve sucesso ao estabelecer a relagao massa-spin como J = o’'m? + «(0), para
certos mésons. A relagdo é conhecida como trajetorias de Regge, onde o é o inverso da
tensdo da corda, chamada de inclinagao de Regge, e a(0) representa as corregoes quanticas.
Posteriormente foi adotada a Cromodinamica Quantica (QCD) como a teoria que melhor
descreve as interacgoes fortes. Em certos casos, entretanto, podemos ver que a QCD continua
tendo semelhancas com a teoria de cordas. Se pensarmos nas linhas de campo de cor, elas
formam um tubo de fluxo fino devido a auto-interagao dos glions, sendo que essas linhas
podem ser interpretadas como cordas com uma certa tensao, dando origem a uma teoria de
cordas efetiva.

Existe uma relacao entre algumas teorias de campos de gauge e teorias de cordas. Um
dos exemplos mais conhecidos envolve a relagao entre a teoria N' = 4 Super-Yang-Mills (SYM)
3 4+ 1-dimensional, que é uma teoria de campos conforme (CFT), e a teoria de Supercordas
tipo IIB em AdS5xS® [21], ou seja, o produto direto entre um espago AdS e uma esfera, ambos
de cinco dimensoes.

As duas teorias possuem parametros livres que permitem estabelecer uma equivaléncia
dinamica entre elas. Do lado da SYM, temos a constante de acoplamento gy ,; e o nimero de
cores N., enquanto do lado AdS, temos a constante de acoplamento g, e a razao L*/a/, onde
L é o raio de curvatura ¢ va/ = I, sendo I; o comprimento da corda. As relacbes entre estas
constantes sao dadas por

L4

Goy =27gs e 29y Ne= R (1.50)
A equivaléncia entre as teorias, estabelecida pela correspondéncia AdS/CFT, implica que
toda a fisica da teoria de campos pode ser mapeada na fisica da teoria de cordas, no lado
gravitacional, e vice-versa. Existem assim varios regimes da correspondéncia dependendo dos
valores dos parametros presentes nas equagoes (1.50). Na referéncia [21], podemos encontrar
um resumo dos diferentes regimes da correspondéncia AdS/CFT. Vamos considerar aqui o
chamado limite de 't Hooft [27], no qual é considerado o limite de N. grande ou N, — oo
e @ — 0, mas de maneira que, quando gy < 1, a quantidade g3, N, seja grande. Nesse
limite a teoria de campos dual descreve interacoes fortes a teoria dual gravitacional torna-se
cléssica, ou seja, espago-tempo com curvatura pequena [21]. Além disso, neste limite é possivel
desprezar correcoes de teoria de cordas para a agao gravitacional.

Nesse regime da correspondéncia é possivel estabelecer uma relagao entre a fungao de

partigao do lado AdS em (d+ 1) dimensdes e as fungdes de correlagao da CFT d-dimensional.
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Essa relagao, foi obtida pelos Gubser, Klebanov, Polyakov [28] e Witten [29] que ficou conhe-
cida pela sigla GKP-W, pode ser escrita como

<€fddx¢g(z)(9(a:)>CFT — 519l (1.51)

em geral do lado direito temos uma integral de caminho da agao gravitacional S, mas para
o limite de N, grade, a integral de caminho se reduz a exponencial da agao gravitacional
para um campo escalar ¢ classico d + 1 dimensional, com condi¢oes de contorno na fronteira
®lu=0 = ¢0, a condigao de contorno faz possivel escrever um termo de superficie na fronteira
AdS. Do lado esquerdo temos o funcional generatriz de uma teoria de campos d dimensional
com ¢ considerada uma fonte externa, [6]. No caso por exemplo de uma teoria de campos

de calibre 4d (na fronteira AdS) estd representada por uma teoria gravitacional cldssica 10d.

1.5 QCD Holografica

A descricao das interacoes fortes usando a QCD apresenta dificuldades importantes.
Por um lado, temos que os parametros livres, como a constante de acoplamento, assumem va-
lores grandes na fase de confinamento (baixas energias). Por outro lado, mesmo na fase QGP,
ainda fortemente interagente, a teoria apresenta apenas invariancia conforme no regime ul-
travioleta . Essas duas caracteristicas tornam invidvel a obtencao de quantidades observaveis
a partir da utilizacao dos métodos perturbativos.

Os modelos baseados na correspondéncia AdS/CFT evoluiram em duas dire¢oes prin-
cipais ao longo das ultimas duas décadas. Alguns foram desenvolvidos diretamente da teoria
de cordas e sao conhecidos como modelos top-down. Nesses modelos, a teoria de campo é
completamente identificada e todos os parametros da acao gravitacional dual sao fixados. Em
geral, nos modelos top-down, a transicao de fase de confinamento e de simetria quiral da QCD
¢ interpretada como uma mudanca na geometria da teoria gravitacional dual. Em tais mo-
delos, consegue-se reproduzir algumas caracteristicas da dinamica da QCD no infravermelho
(IR), mas nao é possivel obter, por exemplo, a caracteristica linear do um espectro de mé-
sons, decretas pelas das trajetérias de Regge [30]. Logo apés, surgem os chamados modelos
bottom-up [31,32]. Nesses modelos sao considerados operadores, inicialmente relevantes, da
teoria de campos e é construida a acao com seus campos gravitacionais duais. Isso permite
descrever efetivamente diferentes teorias de calibre, em contraste com os modelos top-down, ja
que existe uma liberdade na escolha das constante de acoplamento, massas e potenciais, [33].

Em esse sentido, qualquer escolha deve ser comparada com resultados obtidos para a teo-
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ria de campos, porém na escolha sao consideradas as principais caracteristicas dos modelos
derivados das cordas. Os modelos bottom-up, geralmente sao modelos gravitacionais 5d com
campos acoplados, eles apresentam varias possibilidades. A insercao do gap de massa me-
diante um hard-cut-off na geometria, que leva a um espectro discreto de energia, [15]. Uma
outra possibilidade sd@o os modelos soft-wall, [14] no qual originalmente, o gap de massa é inse-
rido mediante um campo escalar nao-uniforme em um espaco-tempo AdS, obtendo o espectro
de massa linear, de acordo com as trajetérias de Regge. Os modelos conseguem reproduzir
holograficamente a quebra da simetria quiral da QCD, porém o cédlculo das correlacoes para
gluons e portanto dos coeficientes de transporte nao predizem resultados confiaveis.

Em modelos holograficos inspirados no soft-wall original, se permite uma descri¢ao nao-
perturbativa da QCD, baseada em uma teoria do tipo Einstein-Dilaton ou Einstein-Maxwell-
Dilaton. Para descrever a teoria de Super-Yang-Mills 4d, considera-se uma acao Einstein-

Dilaton 5d da forma
S = M;Nf/d%\/—g[R + Ly), (1.52)

onde M, é a escala de Planck efetiva, N, é o numero de cores, g = det(gp»), com coordenadas
5D {2} u—04i, 0s x' serdo usados como indices espaciais, e L, ¢ a lagrangiana do dilaton,

dada por

4
Ly = —359""0n¢0nd +V(9). (1.53)

Para escrever o escalar de Ricci R, vamos definir os simbolos de Christoffel ['?, = = i gpq(am Gpnt+
OnGpm — OgGmn), € O tensor de Ricci R, = Ry, = Op1%, — 0,10, + 10 'L, —I7 T .
Tomando extremos da ac¢do (1.52) em relagao ds variagoes dos campos, obtemos as equagoes
de movimento para o campo ¢ e para a métrica. No caso do dilaton, usando a equacao de

Euler-Lagrange correspondente, encontramos a equagao que descreve a dinamica de ¢ em um

espago-tempo curvo,

W

V=90 + 5 — 0

5\/—_ 2 do

Definindo o operador Laplaciano V2 aplicado a uma funcao escalar f qualquer por

Vif = Om[V/=99™" Onf],

-

podemos reescrever a equacao de movimento para ¢ como

. 5 dp (1.54)
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Por outro lado, tomando variagoes da ac¢ao (1.52) com respeito a métrica, obtemos a equagao

de Einstein

1 1
_ = S A 1.
com T},, dado por
Ty = MEN2 (20,0000 — 2000670006 + gV () (1.56)
mn — piVe 3 m@PUn 3gmng p¥Vq Imn . .

Existem algumas alternativas para resolver o sistema de equagoes de movimento, ini-
ciando com propor um ansatz adequado as carateristicas da CFT em estudo. Para descrever
um sistema de glions puros, é possivel definir analiticamente o perfil das funcoes, seja dos
coeficientes da métrica ou do dilaton. Por exemplo, em alguns trabalhos a temperatura zero,

como nas referéncias [12,13,15], o ansatz adotado é o seguinte:
ds?* = 23 [d2? + ), dada”), o= ¢(2), (1.57)

onde A(z) é o fator de deformagao e ¢ é o campo dilaton. Em termos do fator de deformacao,

do dilaton e de seu potencial, as equacoes de movimento sao dadas por:

124" + 4¢/2 — €2AV,

3A” 4 9A” = Y, (1.58)
8 dv
e 82 3A/ I 2A7Y
onde ' = 0,. Dentre essas equacoes, apenas duas sdo independentes, conforme é mostrado

em [13]. Além disso, é possivel definir ((2) = exp[—A(z)], de maneira que a equagao resultante

para ¢ pode ser escrita como uma equagao tipo Schrodinger da forma

4
("= 5o =0. (1.59)

Uma outra alternativa para resolver o sistema de equacoes apresentado acima é conhecida
como Improved HQCD, foi proposta por Giirsoy, Kiritsis and Nitti em [11]. O modelo con-
sidera um potencial especifico para o dilaton, que é compativel com a liberdade assintotica
no ultravioleta (UV). O THQCD permite obter com boa aproximagao o espectro de glueball
linear para valores da coordenada radial z grandes, ou seja, na regiao do IR, estabelecendo o
perfil do dilaton quadréatico compativel com o confinamento.

Ao considerar um modelo gravitacional com um campo dilaton, vamos levar em conta
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os comportamentos do dilaton encontrados no modelo IHQCD, [11]. Porém a interpretagao da
presenca do dilaton é associada com a deformacgao da CF'T o que leva a uma quebra explicita
da simetria conforme [12]. Considera-se que o comportamento do dilaton é conhecido ao se
estabelecer as condicoes assintéticas sobre as possiveis solugoes. Para cumprir com a liberdade
assintética e o confinamento, ¢(z) — cz? para z — 0 (regido do UV) e ¢(z) — c2? para
z — 0o (regiao do IR) [13], porém os modelo que consideram um dilaton quértico apresentam
uma quebra espontanea de simetria conforme .

Nos modelos [13,34,35] em que o dilaton interpola entre as solugdes assintdticas no
UV (quértica) e no IR (quadratica) como ¢(z) ~ ¢ 2% tanh (¢2?) onde ¢ estabelece a escala de
energia. Podemos ver que para ¢ muito grande, o dilaton tem um comportamento quadratico,
0 que resulta interessante neste tipo de modelos, ja que é comprovado que os espectros dos
mésons e as equagoes de estado sao mais dependentes do comportamento do dilaton na regiao

IR. Na referéncia [12], duas propostas de interpolagao foram estudadas:

(Az)476

P(2) = ¢o(Az)" + T+ (Ao

(1.60)

d(2) = do(A2)¢ + (Az)? tanh[(Az)> €], (1.61)

onde ngﬁo e € estao associados com a escala de energia no UV e a dimensao conforme do operador
O da CF'T, respectivamente. Fixando os parametros com os primeiros valores de massa de
glueballs da QCD na rede, os dilaton semi-analiticos propostos conduzem a resultados para os
setores escalar e tensorial que sao compativeis com o espectro obtido da QCD na rede. Além
disso, o modelo [12] garante de maneira consistente a quebra de simetria conforme.

O diciondrio encontrado em [12] difere significativamente do proposto em [9, 10], en-
quanto estabelece uma nova conexao entre QCD e CFTs deformadas. Em [12], obtém um
valor diferente de zero para densidade de energia do vacum (T%) e do valor esperado VEV
do operador O na teoria 4d, como consequéncia da deformacao CFT. Neste caso, essas quan-
tidades sao mapeadas para a energia do vacuo QCD e condensado de glion, respectivamente.
Também ¢ reproduzido o resultado universal para a anomalia do trago (7)) nas CFTs de-
formadas 4d, o qual é reinterpretado em termos da anomalia de traco QCD. Isso sugere um
mapa entre a dimensao conforme € a funcao 8 da teoria de campo do tipo QCD. Em geral os
resultados em [12] indicam que a descrigao holografica da QCD como uma CFT deformada

pode ser consistente com a liberdade assintética sem o necessidade de construir um potencial.
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2 QCD HOLOGRAFICA A TEMPERATURA FINITA

Nos modelos holograficos a escolha do ansatz limita as possiveis solucoes das equagoes
de movimento e determina completamente as propriedades geométricas do modelo gravitacio-
nal, devendo ser compativel com as caracteristicas conhecidas da teoria de campos dual, com
base na correspondéncia AdS/QCD. De acordo com [14,15], a escolha do perfil quadratico
do dilaton ¢(z) = ¢ 2% ¢ uma forma simples de obter o comportamento linear das trajetérias
de Regge para o espectro de massa dos mésons. No caso dos mésons vetoriais, o espectro de
massa resulta na relacao m%/n = 4c¢(n+1), enquanto o espectro de massa dos glueballs é obtido
da relagao mén = 4c(n+2). Os espectro depende do spin das particulas, do nimero quantico
radial n e do parametro ¢, associado com a escala de energia. Essas particulas, a temperatura
zero, sao descritas pelo ansatz: campo escalar (dilaton) no espago-tempo assintoticamente
AdS 5d plano, dado em (1.57), sé que esses modelos nao levam em conta o acoplamento do
dilaton e o espago-tempo.

Ao longo deste capitulo, descreveremos o modelo holografico escolhido em que o campo
dilatonico é dado por ¢(z) = cz?, similar ao encontrado em [14, 15], mas levando em conta
o backreaction. Vamos considerar o dicionario estabelecido em [12]. No contexto de QCD
holografica, estudaremos a termodinamica de um plasma nao conforme, que mostra resultados
compativeis com modelos como [11,16]. Estamos falando entao de considerar uma agao de

Einstein-Dilaton 5d,
4
S:A@N?/Mﬂﬁg(R—§W%@@+V@0. (2.1)

De forma geral, as equagoes de movimento podem ser escritas como

4_, 1dV (o) B
3Vt 5a, =0 (2.2)
1 4 2 b !
Ron = 59mn B = 50m00nd = 2 9mng™0p004 + S gmn V' (9). (2.3)

Como vimos no capitulo anterior, para resolver o sistema de equacoes anterior, temos que
escolher o anstaz, ou seja, além do campo escalar temos que definir a métrica apropriada.
2.1 O espaco-tempo de fundo

Vamos considerar aqui um perfil quadratico para o dilaton, o que facilitard o estudo

das propriedades termodinamicas do sistema dual e, especialmente, das transicoes de fase do
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QGP. A escolha de um dilaton quadratico nos permite encontrar solugoes tanto analiticas, em
termos de fungoes especiais, quanto numéricas para as quantidades termodinamicas (como
temperatura, densidades de entropia, energia livre, calor especifico e velocidade do som)
do buraco negro plano-simétrico assintoticamente AdS (ou brana negra) de 5 dimensdes. O
sistema gravitacional com o do dilaton acoplado a métrica (backreaction ) constitui um modelo
interessante para o estudo da transicao de fase do confinamento ao desconfinamento da QCD,
ja que é possivel resolver as equacgoes de Einstein de forma consistente e o modelo mostra os
comportamentos mais relevantes de modelos mais complexos com outros abordagens, como
[11] onde o potencial é escolhida como ansatz, e mais recentemente [16] onde o perfil dilaton
¢ dado pela equacao (1.60) e a termodinamica é obtida numericamente.

A métrica do fundo que vamos considerar para resolver as equagoes de movimento, é um

buraco negro plano-simétrico assintoticamente AdS, combinado com um dilaton quadrético,

1
¢2(2)

1

o= i)

(—f(z)dt2 + dz* + dxid:ci) , P(2) = cz?, (2.4)

onde i = 1, 2 e 3, f(z) é a chamada fungao horizonte, ((z) é uma fungao associada ao fator
de deformacao do caso T'=0e z ox 1/r é o inverso da coordenada radial r mostrada na sec¢ao

1.1. Como resultado obtemos o seguinte sistema de equacoes:

C”(Z) 4 ., .
o g0 () =0 (2.5)
P L)
o) S (2:6)
S PR V)
WE -1y 3750 Yaore 27)

onde ’ indica 0,.

E possivel obter uma solugao analitica da equagao (2.5) em termos de fungoes de
Bessel [20,36]. De fato, ainda que nao seja evidente, podemos levar a equacao diferencial
(2.5) numa forma conhecida (padrao) por meio de diversas mudangas de variaveis. Primeiro,

fazendo ((z) = e~**"v(z), obtemos
V"(2) + deazv'(2) + g [9ca(2caz® + 1) — 2¢'(2)*] v(z) =0, (2.8)

sendo a uma constante a ser definida. Na equagdo acima, substituimos ¢'(z) e consideramos
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x = cz?, de maneira que

:z;dd—;v( )+ (2ax+ 1) di; (z) + Kcﬂ—%)ﬂ%} v(z) = 0. (2.9)

Adotando a = —2/3, a equacao anterior se reduz a
d? 1 d v(x)
xwv( x)+ 6(3 8x)%v(x) 5 = 0. (2.10)
Finalmente, trocando y = bz e v(z) — w(y), encontramos
d? 1 4 d 1
= 2y Swy) — —w(y) =0 2.11

ou, fazendo b = 4/3, vem

d2

Vi, ——w(y) + (1 - y) iw(y) _el) (2.12)

2 dy

Essa é a famosa equacao diferencial modificada de Bessel, cujas solugoes sao as funcoes de

Bessel modificadas I, 1. Retornando & varidvel independente z, temos
4

—2ev C’zzjfi (202 ) + \/_(01 + Cz)mh <2i>

(=)= B i

(2.13)

Para fixar as contantes de integragdo c¢; e ¢ em (2.13), impomos a condigdo de que

((z) = zno UV (z — 0), ou seja, recuperamos um espago-tempo assintoticamente AdS para

o= ()" e[g1 (),

Essa solucao pode também ser escrita em termos de uma fungao hipergeométrica confluente

20, 36],

z pequeno. Dessa forma,

(2.14)

5?2t
4’ 4 |

((2) =z oF1 {—7
Na Figura 2.1, podemos observar o comportamento de ((z) para diferentes valores de ¢. Para
¢ = 0 recuperamos o espaco-tempo AdS dual a uma teoria de campos conforme. Os diferentes
valores de ¢ indicam diferentes valores de energia.

O comportamento da fun¢ao no UV (z — 0) é evidente na expansao em série de (2.14),
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ou seja,

((z):z+ic2z5+... : (2.15)

((2) ~ 763“ : (2.16)

que apresenta uma diferenca com os modelos soft-wall usados para calcular espectro de ha-

dréns, em eles () =~ Le5”,

6 — c=0
¢=0.2GeV?
¢=0.3GeV?

4L |
5 2
b sk — ¢=0.4GeV
— ¢=0.5GeV?
of ]

Figura 2.1: O fator de deformagao para varios valores de ¢; obtemos o AdS para ¢ = 0.

2.2 Propriedades termodinamicas

Ao considerar um espacgo-tempo do tipo buraco negro assintoticamente AdS, podemos
obter as variaveis termodinamicas e com elas analisar o comportamento deste modelo ho-
lografico da QCD. Este comportamento é tipicamente interpretado em modelos holograficos
como uma transi¢ao de fase do plasma nao-conforme na QCD. Vamos iniciar o andlise da
termodinamica do sistema resolvendo a equagao (2.6) para obter a fungao horizonte f(z).

Para resolver (2.6), precisamos considerar que f(0) = 1, o que implica ter um espago-
tempo assintoticamente AdS na fronteira, perto do UV (z — 0) [20,37], de maneira que nossa

solugao seja compativel com a solugdo a temperatura zero. Da equagao (2.6), temos:

?:éj; = 34;((5)) , fazendo uma primeira integracgao; (2.17)
fl(z) = C1E3(2), integrando e impondo f(0) = 1; (2.18)
fz)=1+C4 /Z ¢*(2)dz, impondo f(z) = 0; (2.19)

1

XSG (2.20)

0
flz)=1- C/OZ ¢*(2)dz, onde C' =
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Da equagao (2.20), vemos que f'(z) < 0e C > 0 para0 < z < z,. As integrais acima possuem
solucoes semi-analiticas. De fato, podemos obter nao s6 a constante C', como também a funcao

horizonte f(z), em termos da posigao do horizonte de eventos, z,.

2.2.1 Temperatura

A temperatura de um buraco negro é obtida a partir da féormula de Hawking

_ 1)l
= (2.21)

A temperatura do buraco negro é interpretada como a temperatura da teoria de campos
quantica dual, nosso caso um plasma nao conforme, segundo a correspondéncia AdS/QCD.
Para o modelo considerado aqui, a derivada da funcao horizonte vem da solucao da equacao
(2.6). O grafico da temperatura em fungao da posi¢ao do horizonte é mostrado na Figura 2.2
parac = 0.4 GeV2. A linha tracejada indica o valor de 2, = zpmin = 1.9551 GeV ~! para o qual a
temperatura é minima e assume o valor T},,;, = 215 MeV. O comportamento nao monotonico
da temperatura em funcao de z, mostra o surgimento de dois regimes da solucao de buraco
negro AdS a partir da temperatura minima. Por um lado, temos o regime de buracos negros
grandes para z, < Zmin, & qual representa uma fase termodinamica (localmente) estével, onde
a temperatura incrementa conforme z;, diminui (linha azul). Por outro lado, temos o regime de
buracos negros pequenos para valores de z;, > Znin, onde a temperatura incrementa conforme
z, aumenta (linha vermelha). A partir do célculo do calor especifico, veremos a frente que

essa ¢ uma fase termodinamicamente instavel. [20,37,38].

z,(GeV'")

Figura 2.2: Temperatura em funcao da posi¢ao do horizonte, z,. A linha preta tracejada
indica o valor do z,;,. A linha azul (vermelha) representa a solugdo de buraco negro grande

(pequeno).
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2.2.2  Entropia e densidade de entropia

A entropia de um buraco negro é calculada por meio da férmula de Bekenstein-

Hawking,
A Vs

4G5~ AG5C3(z)

S = (2.22)

onde A é a area do horizonte de eventos, V3 é o volume 3d da parte espacial transversal,

Gs = 1/16mM3N?. Com isso, a densidade de entropia s = S/V3 pode ser escrita como

B 47?]\41?3]\702

5= G (2.23)

A densidade de entropia do buraco negro 5d é associado a densidade de entropia de um plasma
nao conforme. Na Figura 2.3, é possivel ver o comportamento da entropia como fungao do ho-
rizonte de evento (esquerda) e como fungao da temperatura (direita), as linhas azul e vermelha
representa as solugoes de buraco negro grande e buraco negro pequeno respetivamente. Vemos
que, como fungao da temperatura, a entropia aumenta no buraco negro grande e decresce no

buraco negro pequeno.

2.0 400
< 1.5 "E: 300} !
2 Yo i
msg_ 1.0t % 200!
< S
@ 0.5} % 100¢

0.0 : : ot : : : :

o 1t 2 383 4 5 6 7 00 05 1.0 15 2.0 25 3.0
z,(GeV™") T(GeV)

Figura 2.3: Densidade de entropia em func¢ao da posi¢ao do horizonte (esquerda) e da tempe-
ratura (direita).

2.2.3 FEnergia livre e densidade de energia

Podemos obter a energia livre a partir da primeira lei da termodinamica dF = —sdT

ou, em forma integral,

o dT
F= h) ——dzZp. 2.24
| sEgzan (2.24)
A pressao, por sua vez, é dada por p = —F. Na equagao (2.24) estamos impondo a implicita-

mente a condigdo F'(z, — 00) = 0 de maneira que neste limite coincida com o gas térmico. No
lado esquerdo da Figura 2.4, mostramos a energia livre como funcao da posicao do horizonte

de eventos. Pode-se notar que existe um z, < zin, sendo z,,;, indicado pela linha tracejada
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na figura, em que a energia livre muda de sinal, sugerindo a existéncia de uma transi¢ao de
fases nas proximidades de T},;,. Ap0s essa regiao, a energia livre vai a zero conforme z, — 00,
0 que concorda com a solucao térmica, em que a pressao desaparece, descrevendo a fase de
deconfinamento [37,39]. Porém, temos que destacar que, para z, — 0, existe uma divergéncia
que nao pode ser removida.

No lado direito da Figura 2.4, apresentamos a energia livre como funcao da temperatura
e percebemos um comportamento similar aquele encontrado na referéncia [37]. Em particular,
é possivel observar a existéncia de uma temperatura critica T, maior do que T,,;,. Mais
adiante, veremos como é o comportamento assintotico da energia livre e, portanto, da pressao

como funcao da temperatura.

0.10 : . : 0.10 :
0.05/ | 0.05/ i
1 -
0.00 7 0.00 :\
w -0.05} i ] w -0.05 !
-0.10¢ foo -0.10¢ :
-0.15} | -0.15; !
-0.20 ‘ : -0.20 T - -
0 1 2 3 4 00 02 04 06 08

zy(GeV'T) T(GeV)

Figura 2.4: Energia livre F' como funcao da posigao do horizonte (lado esquerdo) mostra uma
transicao de fases. A direita F' vs T mostra a presenca da transigao de fases para T, > Thuin.

Para finalizar, temos a densidade de energia, dada por e = F + sT, e apresentada
na Figura 2.5 como fungdo da posi¢do do horizonte de eventos z,; a linha azul (vermelha)

representa o buraco negro grande (pequeno).

0.008

0.006"

W 0.004

0.002!

0.000L S~

01 2 3 4 5 6 7
z,(GeV™")

Figura 2.5: A Densidade de energia como funcao da posicao de horizonte decresce rapidamente
a zero depois do valor z,,;,
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2.2.4 A anomalia do traco

A anomalia do traco do tensor energia-momento a temperatura finita vem dada por

(T}) = € — 3p ou de forma integral como

(T = /0 T4diT (%) dz. (2.25)

Na Figura 2.6, podemos ver que para nosso modelo o resultado nao é zero para todo 7', o
resultado obtido é compativel com a descricao de um plasma nao conforme, mesmo resultado
obtido no modelos [12,16]. Numa teoria de campos conforme (T%) = 0, o fato de obter
valores diferentes de zero nestos modelos indica a quebra de simetria conforme na CFT, que
tem sido interpretada como QCD deformada. Essa deformacao inserida mediante o campo

escalar nao-uniforme no lado gravitacional.

T

15071

2
c

N,

1007

501

(e- 3p)/(Mp°

07 S ttet et e e e e ... «7
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
T(GeV)

Figura 2.6: Anomalia do traco como fung¢ao da temperatura

2.2.5 Calor especifico

No estudo da termodinamica de buracos negros, o calor especifico C,, permite conhecer
a estabilidade (local) do sistema. A condigao para se ter uma fase estavel é dada pela mudanga
da drea com respeito a zj, ou seja, dA(z,)/dz, < 0, o que corresponde a dT'/dz, < 0[16,37,39].

Em termos da temperatura, o calor especifico é definido por

ds
C,=T—. 2.26
a7 (2.26)
Podemos obter também o comportamento de C, como funcao da posi¢ao do horizonte e o

resultado pode ser observado no lado esquerdo da Figura 2.7. A linha preta tracejada indica a

posicao de zyi, ou Tppn. Na Figura 2.2 da temperatura respeito do zp,, tendo que d7'/dz), < 0
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Figura 2.7: Calor especifico como fungao da posi¢ao do horizonte (esquerda), como fungao
da temperatura (direita) as linhas tracejadas representam z,,;, € Tp,i,. Nas duas Figura s é
evidente as faixas com sinal contrario relacionadas com as fases estdvel e instavel dos buracos
negros.

para z, < Zmi € 0 mesmo intervalo em que o calor especifico é positivo (linha azul), essa é a
fase (ou regime) termodinamicamente estdvel dos buracos negros grandes. No entanto, para
Zn > Zmin, O calor especifico é negativo (linha vermelha), representando a fase instavel dos
buracos negros pequenos. Do lado direito da Figura 2.7, temos a solugao do calor especifico
como funcao da temperatura, onde podemos ver também a existéncia de uma faixa em que
o calor especifico é negativo, mostrando novamente que temos a fase termodinamicamente
estavel correspondente aos buracos negros grandes (linha azul) e a fase termodinamicamente

instdvel correspondente aos buracos negros pequenos (linha vermelha).

2.2.6 Velocidade do som

A velocidade do som pode ser obtida da equagao ¢* = dP/de, mas uma forma mais
conveniente para nosso calculo é dada pela expressao ¢ = s/C,. A Figura 2.8 mostra c?
como funcao da temperatura e vemos que uma mudanca de sinal ocorre em 7,,;,, fazendo
com que ¢y se torne um imagindrio puro. A faixa de ¢? positivo corresponde ao intervalo
de valores positivos do calor especifico, ou seja a solucao dos buracos negros grandes. Nesta
fase vemos que, para T — oo o comportamento assintotico corresponde ao valor conforme

2:

Cs

1/3. Ou seja quando nos consideramos uma teoria de campo conforme temos que a
anomalia do traco (T#) = 0 o que leva a € = 3P e portanto a ¢; = dP/de = 1/3, na fase de
buracos negros grandes ¢ possivel interpretar o comportamento assintotico da velocidade do
som ao valor conforme como uma possivel evidencia da restauracao da simetria conforme na

fronteira. Finalmente temos a faixa de valores da velocidade do som negativa e complexa que

corresponde a fase instavel dos buracos negros pequenos.
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Figura 2.8: Velocidade do som em funcao temperatura, a linha ponteada horizontal corres-
ponde ao valor conforme 1/3

2.3 Comportamento assintético
2.3.1 Limite de grandes buracos negros
A partir da expansao de ((z) para z, — 0, dada pela equagao (2.15) com z = z,

4
C(zn) = 2z + £C2Z2 : (2.27)

podemos obter as quantidades termodinamicas neste limite [36]. Comegando com a tempera-
tura, a simplicidade da fungao ((z) nos permite integrar analiticamente a equacao (2.20) e
obter a expansao da temperatura mediante (2.21),

1 2622}

~ ) 2.28
2R 157 ( )

Neste caso, nao temos um valor de z, associado com o minimo de temperatura, mas ao
impor 0,,T(z,) = 0, encontramos T'(z,) = 0,205GeV, que é comparavel com o valor de
Thin = 0,215 GeV, o qual representa a mudanca do regime dos buracos negros grandes para
os pequenos, conforme mostrado na Figura 2.2.

Além disso, podemos escrever z, como funcao da temperatura 7', fazendo a inversao
da série, o que nos permite obter as quantidades termodinamicas diretamente em termos da

temperatura e nao de zj, [40]. Invertendo a equagao (2.28), obtemos

1 202

)= 5+ 5o

(2.29)

As variaveis termodinamicas sao calculadas usando as mesmas relagoes da secao an-

terior, mas com as expressoes (2.15), (2.28) e (2.29). Em particular, para a densidade de
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entropia, temos

1 2%z, w2713 22
~N—— — T) ~ - . 2.30
o e e S Tomr (2:30)
Abaixo, seguem as demais quantidades:
2T4 2 2
F(T) ~ _”8 + 15(;2 log(T); (2.31)
3rATt 2c%log(T) 262
T) =~ — : 2.32
)~ =3 1572 1572 (2:32)
3m2T3 2c?
Cy(T) = : 2.33
v(T) > T er (2:33)
1 16¢2
2T =~ = — : 2.34
D)~ 3 - 3aa s BT (2:34)

Em todos os casos apresentados acima, os primeiros termos concordam com aqueles
reportados na literatura (veja, por exemplo, [37,39,40]). O primeiro termo da energia livre
¢ comparavel com a energia livre de uma teoria de Yang-Mills SU(NV,) pura [37], a qual se
comporta como um gas livre para altas temperaturas. Vemos também que os valores do Cy
sao sempre positivos, ou seja, o mesmo resultado mostrado na Figura 2.7 para a fase estavel
dos buracos negros grandes da solucao exata. Torna-se também evidente o comportamento

assintotico ¢ — 1/3 para T grande, mostrado na Figura 2.8.

2.3.2  Limite de pequenos buracos negros

No limite de pequenos buracos negros, a analise ¢é feita de maneira diferente, ja que a
expansao em série de poténcias de (2.14) com z;, — oo é dada em termos de senos e cossenos.

A funcao (2.16) com z = z,

2.2
e3C%h

Ve

é uma fungao mais simples de trabalhar e representa uma boa aproximagao [36]. De acordo

((zn) ~

(2.35)

com [37], o comportamento da temperatura para uma Teoria de Campos que apresenta con-
finamento cresce assintoticamente com zj,, como na Figura 2.2 para a solucao completa. O

comportamento assintético da temperatura para z;, grande é dado por:

3czy, 5 5
T ~ — —
(21) 2w 8wz, 24%022 ’

(2.36)

onde temos um crescimento assintético para z, — oo, dominado pelo primeiro termo repor-

tado em [39]. As outras quantidades termodinamicas possuem comportamentos semelhantes
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aqueles apresentados pela solucao completa:

1 /27 ax202 (T 8/2

S(T) ~ g ?6 3¢ (z) ) (237)
T(Z)3/2F<§ 47r2T2>

F(T)= —° v/ (2.38)

832 (2)"

1 /2 22 (T2
e(T)zg %Te*% (Z) ; (2.39)

T _47r2T2 T 3/2 272
Le e (= 9c — 16T
6¢
2 ~

As exponenciais negativas dao conta do decrescimento rapido das quantidades termodinamicas

neste limite.
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3 PERTURBACOES GRAVIDILATONICAS

O comportamento do QGP indica a criacao de bolas de plasma de quarks e glions, em
equilibrio térmico, que se expandem e esfriam abaixo da temperatura de transicao na qual
ocorre novamente a formagao de hadrons. As técnicas de QCD na rede tém obtido sucesso em
descrever o comportamento térmico da QCD, porém a extensao para o calculo de quantidades
hidrodindmicas nao é simples [11].

Os modelos holograficos da QCD abrem a possibilidade de obtengao dos coeficientes de
transporte do plasma dual, sendo um dos resultados mais conhecidos o calculo da razao entre
a viscosidade de cisalhamento e a densidade de entropia 1/s, que apresenta um valor universal
de 1/4m [41,42]. Esse resultado estd ligeiramente abaixo dos valores obtidos em QCD na rede
em [43], onde o valor do coeficiente de viscosidade de cisalhamento para um plasma de glions
é encontrado numa faixa entre 0.1 — 0.2. No caso do coeficiente da viscosidade de volume, o
mesmo ¢é zero se consideramos o plasma como um fluido conforme (N = 4 SYM), porém a
QCD nao é uma teoria conforme (salvo no UV).

De acordo com o dicionario holografico, as perturbacoes métricas de um buraco negro
plano-simétrico assintoticamente AdS sao duais as flutuagoes do tensor energia-momento da
teoria de campos dual. Os polos das funcoes de Green retardadas no espaco de Fourier estao
associados com as relagoes de dispersao no plano das frequéncias complexas.

As solugoes das equagoes de perturbacao lineares, escritas em termos de quantidades
invariantes de calibre, sao obtidas com condig¢oes de contorno especificas. No caso de um
buraco negro assintoticamente AdS, impondo condi¢oes de onda plana entrante no horizonte
de eventos e condigoes de Dirichlet na fronteira, é possivel encontrar os chamados modos
quasenormais [19]. Por conveniéncia, as variaveis invariantes de calibre Zp, Zy e Zg (res-
pectivamente, para os setores tensorial, vetorial e escalar) sdo construidas como combinagoes
lineares das perturbacoes e de suas derivadas em um calibre particular.

As variaveis Z, (p = T,V,S) obedecem equacoes diferenciais de segunda ordem com
coeficientes variaveis e apresentam, de forma geral, singularidades ao redor dos quais as solu-
¢oes podem ser escritas como séries de Frobenius. Ao estabelecer a condi¢ao de onda entrante

no horizonte, as solugoes podem ser escritas como
Z;”(z) = Ap1(z) + Bpa(2), (3.1)

onde 1(2) e pa(2) sao as solugdes nao-normalizével e normalizavel, respectivamente, nas vizi-
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nhancas da fronteira AdS, e A e B sao coeficientes que, via de regra, dependem da frequéncia
w e do momento k.
Na prescricao Lorentziana da AdS/CFT [17,19,44], as fungoes de correlagao de dois

pontos de um operador O sao dadas em termos dos coeficientes A e B como
B
(00), ~ 1 + contra termos. (3.2)

Os polos das funcoes de correlacao retardadas aparecem como zeros do coeficiente A. Do
ponto de vista gravitacional, os polos dessas fungoes de Green correspondem ao espectro quasi-
normal dos buracos negros AdS e, no limite hidrodinamico, os polos estao associados com os
modos da hidrodinamica relativistica, de onde podemos obter os coeficientes de transporte
do plasma dual. Em [19], o modo de cisalhamento 7, e o modo de onda sonora no espaco-
tempo de um buraco negro plano-simétrico assintoticamente AdS corresponde no dicionario
holografico a uma onda cisalhante e uma onda sonora se propagando em um plasma conforme
em equilibrio térmico. Em [16], os coeficientes de viscosidade sao calculados para um plasma
nao conforme, ou seja, para um modelo gravitacional Einstein-Dilaton, com o dilaton dado
por (1.60). O procedimento é diferente, porém eles obtém a viscosidade de cisalhamento,
compativel com o resultado conhecido de 1/47. Mais importante ainda obtém a viscosidade
de volume diferente de zero, compativel com os resultados para um plasma nao conforme

apresentados em [45].

3.1 Equagoes de Einstein linearizadas

As equagdes de Einstein dadas em (1.55) e (1.56) podem ser escrita na forma de Ricci

4 1

que apresenta uma vantagem ao momento de perturbar o sistema. Vamos considerar pertuba-
¢oes da forma o = Gmn + Aonn € @ = ¢+ ), onde g, ¢ a métrica de fundo (2.4), A, (8, 23, 2)
¢ a perturbagao ao redor da métrica de fundo, ¢ é o campo escalar dilaton dado em (2.4)
e x(t, 23, 2) é a pertubacao do campo escalar. A ordem zero nas perturbacoes, obtemos a
equacao de movimento da métrica de fundo g¢,,,, as quais foram resolvidas no Capitulo 2,
além disso vamos fazer uso continuo das equagoes a ordem zero, para simplificar a solucao das

equacoes perturbativas a primeiro ordem. A primeiro ordem nas perturbacoes, as equagoes
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de movimento sao

8 2
R = 5 00X + 0nXx000) = 5 (Gmn(05V)X + hunn V). (3.4)
4 1
3 (V) = =S (93V)x. (3.5)

3.2 Perturbacgoes e transformacoes de calibre

Vamos considerar as perturbagoes ao redor da métrica e o campo escalar escritos como

ds® = [gpn + Re{Ce™ ™97 (2] da™da™, (3.6)
® = ¢(2) + Re{e ™" x(2)}, (3.7)

essa escolha preserva as rotagoes espaciais SO(3), [46]. Por simplicidade na notacao, vamos
considerar diretamente as perturbagoes complexas. Os campos se transformam sob transfor-

magoes de coordenadas, dadas por um €™ (¢, Z, z), como

5gmn = elalgmn + (8m<€l)gln + (angl)glma (38)
¢ = M0 0. (3.9)

Sendo assim, as transformacoes das perturbagoes, tanto da métrica quanto do dilaton, podem
ser calculadas. Para preservar a invariancia de (3.7), as transformagoes também s@o conside-
radas como ondas £™ (L, 7, z) = e @i’ cm(2) - Além disso, vamos considerar hyig = hy2ge
e escolher um calibre radial, ou seja, h.,,(z) = 0 com m = z,z*,t. Sob as transformacoes de

calibre, temos

2iwf

Shy = gpe® + e el (3.10)
Shyys = —%ewi - ?—f&xiﬁgt, (3.11)
Ohgizi = gie” + 2Z;zfdcixsswi, (3.12)

Shyigs = z%ex v 4, (3.13)
Shytye =0, (3.14)

0p =709 =°¢, (3.15)
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com ' = z!, 22, 23, Existem certas combinacoes das flutuacoes, que sao graus de liberdade
de calibre, com as quais se pode construir quantidades invariante de calibre. Podemos ver
como a flutuagao h,1,2 se desacopla naturalmente. Por outro lado, podemos combinar (3.12)

e (3.14) e construir um outro invariante:

't

Ohyyi = zgs

EI

iC25htwi
w

iRy —iC20 Ny

bl

w q

GC2 0 Ry + wC0hyi = 0. (3.16)

Sob este tipo de transformacao, as equagoes linearizadas das perturbacoes a primeira ordem

se desacoplam naturalmente em trés setores, que serao analisados na proxima segao.
3.3 Equacgoes de perturbacao invariantes de calibre

3.8.1 Setor tensorial

A equagao que governa este setor é sé a equacao da componente h,i,2(t, 23, 2), que
se desacopla das outras componentes. Lembrando que f, ¢, ¢ sao funcoes de z dadas pelas

(2.20), (2.14), (2.4), temos

) f/ CI </2
ahsz—l—(f )ahxx2 ( 9¢>hx1x2

(f@wghx 122 — OPhyi,2) =

] (3.17)
f
Vamos reescrever essa equacao em termos de quantidades invariantes de calibre, usando a

variavel mestre de Kovtun-Starinets [19] para o setor transverso sem trago, Zp = gxlxlhxlx2 =

(%hg1,2, semelhante com (3.15). E possivel colocar a equacdo (3.17) na forma

23Z 2
) 0.72r + azf T atffT =0. (3.18)

f/ f//
7

0*Zp + (

Tomando a transformada de Fourier Zy(t, 2%, z) = e~ #ti4° Z,(2) a equacio (3.18) pode ser

escrita como
li 1 1
Zr + (f7 J;,) Zr+ = 7 (w?* = fq®) Zr = 0. (3.19)
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Quando ¢ =0 e w = 0, temos
!/
ZY — 750, In <f7) =0. (3.20)

Essa equagao tem como solugao analitica Zr = ¢; In(f) + ¢o. Porém, as solugoes gerais para
(3.19) sao dadas por séries generalizadas de Frobenius, considerando que f = 0 indica um
ponto singular regular e que isso acontece para f(z;,). Propomos uma solu¢ao da forma
Zr = f*Fr, onde Fr é uma funcao regular em z;,. Substituindo em (3.19), obtemos os valores
do expoente
a=t—o (3.21)
f'(zn)
associados com ondas entrando e saindo do buraco negro [47]. Além disso, considerando que
T = |f'(zn)|/47 e, segundo (2.20), temos que f'(z,) < 0, vamos considerar entdo o expoente
« positivo, relacionado as ondas que entram no buraco negro. Isso nos permite escrever
solugbes do tipo (3.1) e identificar os coeficientes A e B. Daqui para diante, vamos verificar
a existéncia ou nao de singularidades associadas a A que, como mencionamos anteriormente
no texto, estao relacionados aos coeficientes de transporte.
Para isso é conveniente escrever a equagao (3.19) em termos de uma varidvel adimen-

sional. Inspirados em [50], realizamos uma normalizac¢ao pela temperatura, tanto na varidvel

z quanto em w e ¢, fazendo

w q
A solucao mantém a forma, ou seja,
Zp = % Fp, (3.23)

!/

s6 que agora depende da varidavel adimensional u e a ' agora indica 0,. Ao substituir na

equacao de Zr, obtemos uma equacao diferencial para a funcao Frp:

(w? (f'(w)* = 16) +16¢°f (u))
16/ (u)?

) | 2= im)f(w)

i ) Fr(u) = 0. (3.24)

P+ ) Filu)-
Propomos uma solugao de forma Fr(u) = >~ /\"F}”)(u), junto com a reparametrizagao
v = Ao, ¢ = Agq, onde A é um parametro << 1 que nos permite manejar a expansao multi-

paramétrica de Fr(u), o e q. As equagdes a ordem zero e primeira ordem em A sdo dadas

por (3.25) e (3.26). Para a primeira ordem em A, vamos considerar a solugdo da equagao a



46

ordem zero como um termo tipo “fonte”:

AP+ (- ) e =o (3.25)
"(u ae . iro F'(u %0)/ u 0
s (1) o B gy o

As solugoes respectivas sao
FPw) =cy+eilnf(u), e =0, (3.27)

onde por condigoes de regularidade no horizonte, impomos que ¢; = 0; portanto, FT(P) (u) =

0 ~ . . .
F}) = ¢y. Isso traz mudangas na equacao (3.26), sendo que o terceiro termo seréd zero. Além

disso, a condigao Zr(0) = 0 nos leva a considerar F}O) — 0, e a equagao (3.26) fica

flu)  f(w)

Fy(u) = 0. (3.28)

v+ (100 00Y g

A solugao é semelhante com (3.27); impondo a condicao de regularidade no horizonte, temos

que F}l)(u) ¢ contante e proporcional a F:(po). A solugao (3.23) é
Zr(u) = F? f(u) 5 (14 ---), (3.29)

Para obter o limite hidrodinamico, fazemos a expansao em séries de Zr ao redor de

w — 0:

Zr(u) = Fiﬁo) <1 — ;lim In(f(u)) — 3—12m2 lnz(f(u))> (I4--). (3.30)

Tomando o limite u — 0, podemos identificar a fungao A(to,q) = 1 + O(w?). Com base
nas discussoes anteriormente sobre os zeros da funcao A, vemos que este setor nao apresenta

solugoes compativeis com o limite hidrodinamico.

3.3.2 Setor vetorial

Neste setor, temos seis equagoes, que podem ser reduzidas a trés, ja que sao idénticas.

Especificamente, as equagoes das componentes Ny, N € hysye (com z° =zt 2?) sdo dadas
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por:
2 2 " 4 12 /h/ ; h i
o (22 ) G
2h i 3C’ 2wht iC, wh, i
o' ¢ qf¢ af
. (fl N /> " N (QJUCI N w2 N QC” 4€/2> " n qwh 0 (3 33)
s T\F )T T T e P

onde tomamos a transformada de Fourier nas perturbacdes hon(t, 23, z) = e~ @itia®p ().
Dessas equacoes s6 duas sao independentes e elas podem ser reduzidas a uma tinica equacao.
Neste setor usamos uma variavel inspirada em (3.16) e na quantidade invariante de calibre
de Kovtun-Starinets [19], Zy = qC?hyyi + wW(?hgigs. Substituindo h,ius e suas derivadas na
equagao (3.31), encontramos

, f// Qf/ . 2 _ 2f
s (S ) A o

A solugao parag=0ew =0 ¢
Zy(2) = crln(f(2)) + co.

Fazendo a normalizagao pela temperatura (3.22), obtemos (3.34) em termos da varidvel adi-

mensional u:

/ m2f'(u) B f//(u) Zv(u) (m2 B q2f(u)) .
Zy (u) (f(u) (02 — q2f(u)) f’(u)) + F(w)? + Zy (u) =0, (3.35)

Com a finalidade de encontrar solugoes para a equagao (3.35) e estabelecer o limite
hidrodinamico, vamos implementar uma solucao semelhante aquela utilizada no caso anterior.
Vamos considerar também a solugao ao redor de f(u) = 0, ou seja, em torno de u = wuy,. A
equacao de indice da solucao tipo Frobenius tem como resultado o = i%, resultado idén-

tico ao do setor tensorial. Entao, vamos considerar a solucao de onda entrando no horizonte,

ou seja, o a com sinal positivo, uma vez que f'(uy) < 0 de acordo com (2.20). Propomos
Zy(u) = [ Fy(u), (3.36)

onde Fy(u) é uma fungao regular no horizonte. Considerando valores de v — 0 e ¢ — 0 nesse
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limite, a equagao diferencial para Fy (u) se transforma em

2 2 16 2 4 P12 2 £/ ; ! ! "
Fy(u) (—“’ Ut )> + F(u) (‘% -t 7) + FY(u) =0,
(3.37)

Propomos novamente uma solucéo de forma Fy (u) = >, /\”F‘(/n)(u), e a reparametrizagao
v = Atv, g = g, onde A é um parametro << 1, que permite manejar a expansao multi-

paramétrica de Fy(u), w e q. Em ordem zero,

SR ) (@ +w?) R )

w2 f I () =0, (3.38)

a solugao é

w _ a2 f(a)
F‘(/O)(u) = + 02/0 %dm. (3.39)

Considerando o limite de ¢ — 0, impomos a condicao de regularidade no horizonte e, como

consequéncia, temos que c; = 0, de modo que a solucao a ordem zero é constante:
Oy . — 0
Fy'(uw)=c =F, .

Em primeira ordem, e considerando o resultado de ordem zero constante, temos a

equacao

(L) u (L), u f,<u> . f”(u> . ZF\(/O)qu/(u)2 _
By )+ By ) (f(u) f’(u)) i) (340)

A solugao para q pequeno é

iFYq2 f (u)

F‘(,l)(u) =c3+cyIn(f(u)) + yr=

(3.41)

Dessa forma, no limite hidrodinamico, to < 1 e q < 1, a solugao para o setor vetorial ¢ dada

por
10 ) 2 u
Zy(u) = FO f(u)™i% (1 + %ﬁf) + O(¢?, m2)) . (3.42)
Temos visto que a condigao A(to,q) = 0 nos permite identificar os polos das fungoes de

correlagao retardadas. Neste caso, temos A(t,q) =1 + %5 =0, o que nos leva a

2 2
.q . g

w=—i— = —i—.
iy ou w Ly

Em resumo, para este setor, temos solugoes compativeis com o regime hidrodinamico. Da
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relacdo de dispersao, podemos identificar o coeficiente v, = 1/47T. Levando em conta os

resultados obtidos em [16] e [19], é possivel obter a rela¢ao n/s = 1/4r.

3.3.8 Setor escalar

Neste caso, temos sete equagoes que contém apenas as componentes Ay, N, Ry, € hyigi,
com z' = x', 2% 23. Tomando a transformada de Fourier das perturbacoes, N, (t, 2?3, 2) =

5 . ) . . . ~ .
e~ witiarty . (2), e levando em conta o calibre radial, definido nas segoes anteriores, obtemos:

oo (A3 2N TN
_Htt + (3_f/ - w> Htt + (? - Sf/) Hxlxl + (ﬁ - 3_f/) H:c3x3

" ) N (3.43)
¢CHy 2qwHgs 2w Hp,  w?Hyss  2xVe(9)
+ + + + - N =0,
f f? f? f? 3f¢? ’
H” f//Hét 5f// f/ H, f//H;3x3
—H 1,0 — 3f + 3 f - ? olgl T 3—f/ -
f? 3f¢? ’
T 2L
i’ 3f/ 3f/ 3f/ f vl (3 45)
- ¢ Hy N 2¢*H 1 1 B 2qwH,,s B wW*Hss  2xVy(9) _o. ‘
f f f? f? 3f¢2
3f/ f// 2f// f/ f// f/
H”—QHlll _ "o -y 4 H/ _ Hl J 4 o
tt zlzl w33 T ( 2f 3f wt 3f f elat T 3f 2f x3x3 (3 46)
2 (XV, ‘
"E 2qwH 1,
! f/m3 - qwf = 1,{;3 = 0; (347)

"H. 'H "H 8
_Qf ) - wf zlzl . (x}f x323 + qHéxd + 2wH;1x1 + w‘H;::‘x?’ + _wx¢, = 07 (348)

/ / 2f 3
Qf/Htt WHt/ 3 / / 8 /
L H, —29gH 1, — — = 0; 3.49

onde definimos Hy; = C2hy/f, Hyigi = C*hyigi € Hyps = (Phys. O sistema de equagoes acima

pode ser reduzido a quatro equagdes independentes. Considerando as equagoes (3.43)-(3.46)
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e (3.48), encontramos

wf/H 1.1 M + ]_
T T f/2,2ff// + 2qwf/Htt + 2wff//Ht/t
af =21 af?—=2qff"

| o Hor (727 + 1) | Hus (260" 4 TP 4 ) (3-50)
2] F(2 =27 F)
i 59 ()
4G (/7 =2/ ") 34 |

r
Htx3 -

Utilizando (3.50) e (3.49), vem

4w —g?f
WQfIHCCle ( f(/2_2ff//) + 1)

2¢2 f*

, , w2f” 1)
H'ypo = H, 1
rx (q2(f/2_2ff//)+2 +
wa/Hx3x3 (%;ff,, + 1)
4q° f?
wWf Hys (=2f " + [ + 4w?) N ['Hy (%;fu + 1)
2qf* ([ =2f1") 4f
wxf'Vs(9)
CFC I f?)
N 4¢' Qw? f X+ x (@ f +w?) (f* =21 1"))
3¢ f "= [7) '

+

(3.51)

+

Usando (3.50), (3.51) e (3.47), temos

H. . — [ Hy (f (4q2 —2f") + f?+ 4W2>

2f (2ff" — f7)
COH QU+ wf His (f (A% = 2") + [ + 4w?)

g (f?=2ff") af? (f?—=2ff")
W f' Hysgs (f (4% — 2f") + f% 4 4w?)
2212 (2f f" = ")
N [ Hpp (F20°ff" + 0?2 = 4g* 2 + dw?)  2xf'Vi(9) (¢ f +w?)
@ f22ff" = f?) P = f7)
8¢ (P f W) FFX +x (f” =21 1")
3¢2f 2f f" = )

(3.52)
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Finalmente, combinando (3.43), (3.51) e (3.52), obtemos:

APf"Hy  Hy (6622 — Af" (2 f + 2w%))

e =G —sp2 3 (F2 2/ 7)
Squf'Hys  (12f2f" +9f"* = 20f f*f") H,
3ffP-6f 6 f7 —12f2f'f"

R [ Hp  XVald) I+ 1) (3:53)

C3ffE—6f2f" 3fCQff— f?)
8X'¢' (37 — 21 f")
9(f2—2ff"

+

As quatro equagoes anteriores sao equivalentes aquelas apresentadas em [19]. Uma das
dificuldades para se reduzir o sistema de equagoes acima a uma unica equacgao fundamental,
como foi feito nos outros setores, esta na definicao da varidvel invariante de calibre. Nesse

sentido, consideramos

¢/(Z) 1(2hm1x1 + hx%s) (354)

Zs(z) = x(2) — 5A 3

inspirada no artigo de DeWolfe, Gubser e Rosen [46], onde A guarda relagdo com nosso fator
de deformacao (. No artigo supracitado o sistema ¢é resolvido, porém eles levam em conta
s6 a parte temporal da transformada de Fourier e usam a férmula de Kubo para obter a

viscosidade de volume.
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DISCUSSAQO

O surgimento do plasma de quarks e glions (QGP) foi uma das motivagoes para a
extensao a temperatura finita de modelos nao-perturbativos baseados na correspondéncia
AdS/CFT, a chamada QCD hologréfica. Os modelos gravitacionais com um campo escalar
dilatonico acoplado a uma métrica de buraco negro AdS plano-simétrico 5d representam uma
oportunidade de investigar a transigao de fases do confinamento/desconfinamento da QCD.
A escolha de um dilaton quadratico, que garante o confinamento linear na regiao IR, permite
a obtencao de uma solugao analitica para a fungao horizonte em termos de funcoes especiais,
sendo possivel também a obtencao de expansdes assintoticas. Uma das carateristicas da
termodinamica presente nesses modelos é a existéncia de uma temperatura minima 7),;,
associada a 2z, = Znin, conforme mostrado na Figura 2.2, sendo que, para z, > Zpin, temos
um sistema fisicamente instavel (buraco negro pequeno) e para zj < Zpi, O sistema é estével
(buraco negro grande) [37]. O comportamento assintético do modelo é comparavel aquele
obtido nas referéncias [16,37,39,40].

Quantidades termodinamicas como entropia, densidade de energia, calor especifico,
velocidade do som e energia livre mostram claramente as diferencas entre os regimes de grandes
e de pequenos buracos negros. Na Figura 2.7 para a velocidade do som, podemos observar
que, no limite de altas temperaturas, ¢, aproxima-se do valor de uma CFT, o que sugere
a recuperacao da teoria conforme neste limite. Além disso, a existéncia de valores de zj e,
portanto, de temperatura para os quais a anomalia de tracgo é diferente de zero sugere a quebra
da simetria conforme da CFT, porém essa quantidade decresce rapidamente e também vai a
zero em altas temperaturas. A possibilidade de encontrar uma solucao analitica para o fator
de deformacgao ¢ permite obter o comportamento assintético das quantidades termodinamicas,
tanto para z; — 0 quanto para z, — oo. No limite de buracos negros grandes, os resultados
sao compativeis com os modelos apresentados em [37,39,40] e mais recentemente em [16],
onde vemos que os primeiros termos das expressoes assintoticas correspondem ao fator de
deformagao do AdS, amplamente divulgado na literatura, enquanto que os segundos termos
podem ser associados com a deformagao gerada pelo dilaton. O limite de buracos negros
pequenos, z, — 00, mostrado em (2.36), é compativel com o resultado de confinamento linear
a temperatura zero apresentado em [37] e [16].

Com base em modelos de QCD hologréfica, é possivel obter propriedades tnicas do
QGP. Considerando que o plasma possui um comportamento proximo de um fluido perfeito,

pode-se assim calcular alguns coeficientes de transporte, tais como os coeficientes de viscosi-
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dade. Uma das formas de se obter os coeficientes de transporte, usando a correspondéncia
AdS/QCD, é a partir do calculo dos modos quasenormais (QNM). Esses modos formam um
conjunto discreto de oscilagoes amortecidas [23], originalmente associadas com os polos das
funcoes de Green, propostas como solucoes das equacoes diferenciais parciais resultantes das
pertubacoes dos buracos negros. Neste trabalho, obtivemos o resultado universal para a razao
do coeficiente de viscosidade de cisalhamento pela densidade de entropia n/s = 1/4.

Em termos de perspectivas futuras, introduzindo variaveis invariantes de calibre ins-
piradas nos trabalhos [12,19,46], esperamos encontrar no setor escalar tanto a velocidade do
som quanto o coeficiente de viscosidade de volume, identificando o limite hidrodinamico das
solucgoes das equacgoes de perturbagao com as relagoes de dispersao de um fluido relativistico.
Neste caso, sao esperadas correcoes na velocidade do som e na viscosidade de volume para
valores perto da temperatura minima. Ja de posse das equacoes de perturbacao, sera possivel
calcular posteriormente o espectro completo de modos quasenormais associados as perturba-
¢oes gravidilatonicas. Além disso, pretendemos considerar, futuramente, campos de natureza
distinta, como é o caso dos campos de gauge, ou seja, considerar buracos negros eletricamente
carregados assintoticamente AdS, o que nos permitira realizar um estudo similar ao realizado

em [20] e [50].
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