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Gabriel, Rygel, Renan e Edvaldo, sou muito grato a todos vocês por fazerem
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Seções de espalhamento neutrino-núcleo de corrente neutra em
modelos de QRPA.

RESUMO

O espalhamento neutrino-núcleo via corrente neutra desempenha um papel
fundamental no ambiente estelar, onde o transporte de neutrinos determina
a taxa de resfriamento. Sua importância neste tipo de ambiente está dire-
tamente relacionada ao fato das energias dos neutrinos de supernova serem
muito pequenas para produzirem múon ou tau, o que limita o número de
neutrinos que irão participar em reações com corrente carregada. Modelar
este tipo de reação é também essencial para estudar detectores modernos
baseados no espalhamento de neutrinos em hádrons e núcleos.

Com o objetivo de estudar interações com trocas de carga, há alguns
anos atrás foi desenvolvido um código na linguagem FORTRAN 77 chamado
QRAP (Quasiparticle Randon AProximation). Esse código calcula proces-
sos semileptônicos de corrente carregada, como decaimento beta, captura de
neutrinos e a seção de espalhamento neutrino-núcleo, usando a QRPA (Quasi-
particle Random Phase Approximation) e a PQRPA (Projected QRPA) como
formalismo para descrever toda a parte nuclear. Neste trabalho nós extende-
mos o formalismo e modificamos o códido QRAP para descrever as reações
neutrino-núcleo via corrente neutra. Consideramos de modo consistente as
correlações de emparelhamentos nêutron-próton (np), nêutron-nêutron (nn)
e próton-próton (pp) e obtivemos uma QRPA de carga conservada, o que nos
permite descrever as reações via corrente neutra de maneira consistente.

Com o intúıto de validar a nova pp+nn QRPA desenvolveu-se um modelo
de prova para 24Mg que calcula as amplitudes de transição eletromagnéticas,
os resultados obtidos estão em bom acordo com os dispostos na literatura.
Em relação aos processos semileptônicos, calculou-se as seções de espalha-
mento inelástico neutrino-núcleo via corrente neutra para 12C, e a mesma
seção utilizando um fluxo de neutrinos. Os resultados obtidos para a seção
de espalhamento também estão em excelente acordo quando comparados
com outros modelos na literatura e com os dados experimentais dispońıveis.
Cálculos para a seção de espalhamento em 40Ar e 56Fe também foram re-
alizados. Encontramos que as transições de Gamow-Teller (GT) e Fermi
mostraram ser ingredientes fundamentais para o entedimento destas reações.

Keywords: Neutrino-núcleo, estrutura nuclear, QRPA, Fortran77



Neutral-current neutrino-nucleus cross section in QRPA models.

ABSTRACT

Neutrino-nucleus scattering via neutral-current play a fundamental role in
a stellar enviroment, where the tansport of neutrinos determines the rate of
cooling. The importance is due the energy of supernova neutrinos are too
small to produce a massive muon or a tau lepton limiting the number of
neutrinos that will participate in charged-current reactions. Modeling this
kind of reaction is also important in view of studies on modern detectors
based on neutrino scattering on hadrons and nuclei.

A few years ago a code in FORTRAN 77 language called QRAP (Quasipar-
ticle Randon AProximation) was implemented to study the charged-current
interactions of the neutrino-nucleus. This code theoretically calculates the
semileptonic charge-exchange processes, such as simple beta decay, neutrino
capture and the neutrino-nucleus scattering section, using a formalism to
describe the neutrino-nucleus interaction, whereas the calculations nuclear
structure for NME (Nuclear Matrix Elements) were performed using the
QRPA model (Quasiparticle Random Phase Approximation) and PQRPA
(Projected QRPA). In this work we extended the formalism and modified
the QRAP code to describe neutrino-nucleus reactions via neutral-current.
We have considered neutron-proton (np) pairing as well as neutron-neutron
(nn) and proton-proton (pp) pairing correlations, and obtained an uncharged-
exchange QRPA wich enables us to describe neutral-current reactions in a
consistent way.

In order to verify the new pp + nn QRPA we used a toy model for 24Mg
that calculates eletromagnetic transitions amplitudes and the results are in
a good agreement with other models in the literature. Relative to the semi-
leptonic processes, we performed inelastic neutral-current neutrino-nucleus
cross sections for 12C, as well as the respective cross sections averaged over
distribution of Michel neutrino flux. The results obtained are in excellent
agreement with other calculations present in the literature and experimental
data. Calculations for 40Ar and 56Fe were also performed. We noted that
the Gamow Teller (GT) and Fermi transitions are shown to be important
ingredients for understanding these reactions.

Keywords: Neutrino-nucleus, nuclear structure, QRPA, Fortran77



Lista de Figuras

1 Decaimentos beta simples β (linha verde) e duplo beta ββ (li-
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6 Seção de choque neutrino-núcleo (NC) para o espalhamento
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vs = 27.0 e vt = 26.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e
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conjuntos diferentes, ambos com 6 ńıveis. . . . . . . . . . . . . 81

19 Elementos de matrizes auxiliares calculados para o núcleo de
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1 Introdução

A forma mais comum de um núcleo se desexitar é através do decaimento
beta, que tem sido detectado em isótopos de quase todos os elementos, com
exceção daqueles muito pesados localizados ao final da carta de nucĺıdeos.
Este tipo decaimento consiste na emissão de um elétron e um antineutrino
(decaimento β−) ou um pośıtron e um neutrino (decaimento β+). Em ambos
os casos o número de nucleons é conservado ao final reação, como mostra as
equações

A
ZXN →A

Z+1 YN−1 + e− + ν̄, (β−) (1)

A
ZXN →A

Z−1 YN+1 + e+ + ν, (β+) (2)

onde o e− elétron (e+ pośıtron) é criado no instante da emissão por in-
termédio da interação fraca [1]. Quando um próton captura um elétron e
se converte em um nêutron e um neutrino (ν), chamamos esse processo de
captura eletrônica

A
ZXN + e− →A

Z−1 YN+1 + ν, , (CE) (3)

Figura 1: Decaimentos beta simples β (linha verde) e duplo beta ββ (linha
roxa) para isobáros de massa A = 76. Como o decaimento beta simples
entre 76Ge e 76Se é energicamente proibido, logo este poderá ocorrer via o
decaimento duplo beta [2].
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A Figura (1) mostra os decaimentos beta posśıveis entre os isobáros A =
76. As duas parábolas de massa existem devido as correlações de emparelha-
mento.

O neutrino foi proposto em 1930 por Wolfang Pauli visto a necessidade
de manter a conservação de energia e de paridade no sistema durante o
processo de decaimento beta [3]. Essa part́ıcula deveria dividir juntamente
com elétron emitido no decaimento a energia liberada no processo (Figura 2).
O que justifica o decaimento beta possuir um espectro cont́ınuo, em contraste
com os decaimentos alfa e gama.

Figura 2: Espectro de distribuição em energia de um processo de emissão
β [4].

Pauli postulou que o neutrino (ν) deveria ser eletricamente neutro, férmion
de spin-1

2
com massa similar a do elétron, e de interação fraca. Ele tinha um

certo receio de que o neutrino nunca seria observado. Porém, em 1956 dois
anos antes da sua morte, Clyde Cowan e Frederick Reines detectaram o
neutrino experimentalmente a partir de um experimento no reator nuclear
Savannah River, localizado na Carolina do Sul [5].

Sabe-se atualmente que existem três tipos de neutrinos e são nomeados de
acordo com o lépton que o acompanha na interação fraca, são eles: o neutrino
do elétron (νe), neutrino do múon (νµ) e neutrino do tau (ντ ). O primeiro
a ser descoberto foi o νe em 1956. O νµ foi descoberto posteriormente por
Melvin Schwartz, Leon Ledeman e Jack Steinberg em 1962 [6]. Nos anos
2000, a colaboração internacional Donut (Direct observation of the ντ ) rea-
lizou experimentos no acelerador de part́ıculas Fermilab e obteve evidências
experimentais da existência do ντ [7].
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Os atuais experimentos com neutrino prometem não somente mostrar a
natureza do neutrino, mas também apontar o caminho para uma nova F́ısica
além do Modelo Padrão de part́ıculas elementares, pois será considerado um
neutrino massivo.

1.1 Reações com corrente carregada e com corrente
neutra.

Existem dois tipos de espalhamento (anti)neutrino-núcleo, o espalhamento
com corrente carregada e com corrente neutra. Eles podem ser descritos da
seguinte forma:

• Corrente carregada (CC) :

νl + A(Z,N)→ A∗(Z + 1, N − 1) + l−,

νl + A(Z,N)→ A∗(Z − 1, N + 1) + l+.

• Corrente neutra (NC):

νl + A(Z,N)→ A∗(Z,N) + νl,

νl + A(Z,N)→ A∗(Z,N) + νl,

onde l corresponde a um lépton que pode ser o elétron (e), múon (µ) ou tau
(τ), A é a massa nuclear e Z o número atômico, o asteŕısco (∗) representa o
estado excitado do núcleo final.

As reações via corrente neutra procedem via trocas de um bóson neutro
Z0 como descrito no esquema da Figura (3). No entanto, as reações via
corrente carregada procedem via trocas de bósons carregados W+ ou W− e
as excitações produzidas conduzem os núcleos a estados de núcleos vizinhos,
como pode ser visualizado no esquema da Figura (4).

Uma descrição mais detalhada sobre o formalismo, técnicas experimentais
de medição e aplicações astrof́ısicas para reações com corrente neutra podem
ser encontradas, por exemplo, nos trabalhos Donnelly [9] e Ydrefors et al. [10].
Para corrente carregada, o mesmo pode ser encontrado em [11].
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Figura 3: Diagrama do processo de espalhamento neutrino-núcleo com cor-
rente neutra [12].

Figura 4: Representação esquemática do espalhamento neutrino-núcleo com
corrente carregada através da troca de bósons W+. O quadrimomento trans-
ferido qµ = k

′
µ − kµ = pµ − p

′
µ [13].

Na Figura (5) mostramos os processos de corrente neutra e corrente car-
regada para a triade {12B,12 C,12 N}. Todos esses decaimentos foram am-
plamente estudados de forma teórica e experimental. Em particular, o es-
palhamento neutrino-núcleo em 12C é importante porque este núcleo é um
componente importante de muitos detectores de neutrinos. Nos experimen-
tos de LSND [14] e KARMEN [15] foi utilizado 12C para estudar oscilações
de neutrinos e medir seções de espalhamento neutrino-núcleo. Atuais estudos
sobre oscilações de neutrino atmosféricos ou gerados em aceleradores também
envolvem 12C operando com energias de neutrino da ordem de Eν ∼ 1 GeV
como no MiniBoone [16] ou Minerva [17].
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Figura 5: Processos semileptônicos na triade {12B,12C,12N}. São mostrados
os estados fundamentais para os três núcleos indicando o spin, isospin Jπ e
T respectivamente e as energias em MeV . Também é indicado os primeiros
estados excitados 0+ e 1+ em 12C. Cada seta indica o tipo do processo
posśıvel [18]

.

1.2 Experimentos com neutrinos

O Modelo Padrão de part́ıculas elementares fornece a melhor descrição
das part́ıculas fundamentais e as forças que existem no universo, no entanto,
neste modelo o neutrino não deve possuir massa. Com o conhecimento das
oscilações de neutrinos [19, 20] sabemos que o neutrino possui uma massa
muito pequena, abrindo espaço para uma reformulação do modelo. Os neu-
trinos possuem as mesmas caracteŕısticas de sua antipart́ıcula, o que é uma
peculiaridade entre as part́ıculas. Eles podem estar relacionados com outras
part́ıculas massivas presentes na formação do universo, o que explica os gran-
des esforços cient́ıficos para a realização de experimentos capazes de fornecer
essas e outras respostas.

1.2.1 Espalhamento coherente de neutrinos

Em 1973, experimentos realizados na câmara de bolhas Gargamelle no
CERN (Centro Europeu de Pesquisas Nucleares) detectaram a primeira evidência
direta de uma reação com corrente neutra oriunda da interação fraca [21,22].
Esta detecção conduziu as descobertas dos bósons W e Z, os quais são me-
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diadores da interação fraca. Esse processo já havia sido previsto de forma
independente por Sheldon Glashow, Abdus Salam e Steven Weinberg [23]. A
descoberta da interação do neutrino via corrente neutra foi um passo funda-
mental para a unificação do eletromagnetismo e a força fraca, dando origem
a força eletrofraca.

Com o objetivo de estudar o espalhamento elastico coherente de neutrinos,
foi conduzido no Oak Ridge National Laboratory, o experimento CEνNS
(Coherent Elastic neutrino-Nucleus Scattering), que é o processo de espalha-
mento elástico e coherente de neutrinos por um núcleo. Nesse processo o
neutrino interage com o núcleo como um todo, em forma coletiva, não ha-
vendo a interação neutrino-nucleon. Nessa reação os componente iniciais e
finais são os mesmos, medindo-se apenas o recúo do núcleo e o ângulo de
espalhamento do neutrino [24].

Figura 6: Seção de choque neutrino-núcleo (NC) para o espalhamento cohe-
rent em função da energia do neutrino incidente. É também feito uma com-
paração com outras seções de choque na mesma faixa de energia para o
espalhamento com corrente carregada (CC) [24].

1.2.2 Deep Underground Neutrino Experiment (DUNE)

O DUNE é o maior experimento com neutrinos em construção no mundo.
Grandes laboratórios equipados com detectores extremamente senśıveis estão
sendo contrúıdos no Fermilab (Illinois) e Stanford (South Dakota).

Um feixe de prótons será acelarado pelo acelarador PIP−II e bombarde-
ados em um alvo de grafite, produzindo ṕıons e nêutrons, os ṕıons positivos
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posteriormente decairam em neutrinos, gerando um feixe que viajará por
1300 km sendo medido por um detector de ârgonio liquido. A distância
entre os detectores é fundamental para medir as oscilações dos neutrinos.

Serão comparadas as taxas de oscilação dos neutrinos e antineutrinos
para verificar uma posśıvel diferença entre elas, com o objetivo de observar
a existência de um desequiĺıbrio entre matéria e antimatéria no universo.

Figura 7: Experimento DUNE [26].

1.3 Evolução dos modelos de estrutura nuclear e es-
tado atual da investigação

Nas últimas cinco décadas pequisas envolvendo neutrinos vem ganhando
cada vez mais destaque no cenário internacional, principalmente pelas per-
guntas ainda não respondidas a cerca desta misteriosa part́ıcula. Alguns dos
tópicos em aberto são: a natureza do neutrino, ainda não sabemos se os neu-
trinos são part́ıculas de Majorana (neutrino = antineutrino) ou, se eles são
part́ıculas de Dirac (neutrino 6= antineutrino); o valor absoluto de sua massa,
e como incorporá-la em um modelo de part́ıculas elementares que satisfaça
esta condição; as interações envolvendo neutrinos de supernova, num cenário
que não pode ser reproduzido na terra, e finalmente as suas oscilações e in-
tensidades [27–29]. Assim, o estudo das interações nucleares fracas é uma
parte fundamental para responder estas perguntas, bem como os cálculos de
estrutura nuclear.

Com o objetivo de responder estas questões, os modelos teóricos que des-
crevem as interações fracas e a estrutura nuclear vem sendo aprimorados
ao longo dos últimos anos. Os mais eficientes até o presente momento são
as aproximações microscópicas de BCS, PBCS, QRPA e PQRPA. A apro-
ximação BCS ( Bardeen–Cooper–Schrieffer), originalmente desenvolvida para
estudar a supercondutividade em metais, têm sido amplamente utilizada com
grande eficácia para descrever os ńıveis mais baixos de energia em núcleos
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pesados, dando conta das correlações de emparelhamento nos núcleos [30].
Por usar a transformação de Bogoliubov-Valatin, que conecta um conjunto
de quase-part́ıculas aos núcleons originais, e que não comuta com o operador
número de part́ıculas, a função de onda que resulta deste processo corres-
ponde a um número não definido de núcleons. Com isto, as energias obtidas
através desta função de onda, são interpretadas como médias das energias
correspondentes de um conjunto de núcleos vizinhos. Por esta razão, a apro-
ximação BCS funciona melhor para núcleos pesados que para núcleos leves.

Para descrever com boa precisão a interação residual entre prótons e
nêutrons é necessário ir além do emparelhamento, sendo o RPA (Random
Phase Approximation) a forma mais adequada de descrevê-la [78], pois esta
introduz as correlações de longo alcance uma vez que a BCS somente consi-
dera as de curto alcance (emparelhamento). Usando a RPA é posśıvel descre-
ver o estado fundamental como uma mistura das excitações duas part́ıculas-
dois buracos, sendo esta oriunda da interação residual. Este método funciona
muito bem para núcleos de camada fechada, porém em núcleos com camadas
abertas não funciona com a mesma precisão. Nestes núcleos, a combinação
BCS+RPA [31] é uma solução simples e eficiente, uma vez que as equações
de BCS fornecem bem a descrição do emparelhamento de curto alcance e a
RPA fornece a interação residual de longo alcance.

Por não se tratar de um método autoconsistente a BCS+RPA foi subs-
titúıda pela QRPA (Quasiparticle Random Phase Approximation), onde as
probabilidades de ocupação são obtidas resolvendo as equações de BCS e a
interação residual leva em consideração as contribuições de longo alcance
entre pares de part́ıculas e part́ıcula-buraco [61, 68]. Com o passar dos
anos, foi observado que pequenas mudanças nas amplitudes da interação no
canal part́ıcula-part́ıcula causava mudanças significativas nas vidas médias
dos núcleos, o que demonstrava haver uma inconsistência no método, este
episódio ficou conhecido como colapso do QRPA. Este problema ainda está
parcialmente em aberto.

Um dos aprimoramentos feitos no nivel de BCS foi a descoberta de um
método capaz de evitar a não-conservação do número de part́ıculas. A apro-
ximação de PBCS (Projected BCS) ou aproximação de BCS projetada do
número de part́ıculas permite manter exato o número de part́ıculas com um
procedimento de projeção [32], diferentemente do que acontece na BCS onde
o número de part́ıculas é conservado em média. Assim é posśıvel ter uma ex-
tensão autoconsistente do procedimento da PBCS e da QRPA. Este método
ficou conhecido como PQRPA (Projected Quase Random Phase Approxima-
tion) [90]. Contudo, este método só apresenta resultados substancialmente
melhores do que a QRPA para núcleos leves [33].

Com o objetivo de calcular os elementos de matriz núclear em reações
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envolvendo neutrinos, A. Samana e F. Krmpotic desenvolveram um código
na linguagem Fortran 77, chamado de QRAP (Quasiparticle RAndom Phase
approximation) [34]. Este código utiliza a aproximações de QRPA e PQRPA
para descrever a estrutura do núcleo, e para a interação residual é utilizada a
interação delta simples. Além dos cálculos dos elementos de matriz nuclear, o
código também calcula as seções de espalhamento neutrino-núcleo em reações
com CC e a captura de múon. Diversos trabalhos podem ser encontrados na
literatura oriundos do modelo QRAP, entre eles algumas novas versões que
englobam o decaimento duplo beta [35,36].

Entender os processos nucleares fracos passa diretamente por uma des-
crição quantitativa apropriada da estrutura nuclear, o que faz os cálculos de
NME serem cada vez mais importantes e a busca por melhorias nos modelos
cada vez mais necessárias. A Tabela (1) mostra alguns dos diversos artigos
que foram publicados nas últimas décadas, envolvendo interação neutrino-
núcleo com CC e NC. Muitas descrições diferentes da estrutura nuclear são
empregadas, o que fornece a vantagem de conhecer as limitações de cada
descrição.

Núcleo Z A NC CC

He 2 4 [37,38] [38]
C 6 12 [38–42] [39,41,43]
O 8 16 [39,40,42] [44,45]
Ar 18 40 [46] [46–48]
Fe 26 56 [49,50] [49,51]
Mo 42 92-100 [42]
Xe 54 128-136 [12]

Tabela 1: Conjunto de alguns artigos publicados nas últimas duas décadas
sobre reações neutrino-núcleo com corrente neutra (NC) e corrente carregada
(CC).

Nos últimos anos, foi demonstrado que o espalhamento neutrino-núcleo
via corrente neutra desempenha um papel de relevância no ambiente estelar,
onde o transporte de neutrinos determina a taxa de resfriamento [52, 53].
O que torna a modelagem de reações induzidas por neutrinos via corrente
neutra fundamental, além de contribuir para o estudo e desenvolvimento de
novos detectores de neutrinos, que se baseiam no espalhamento em hádrons
e núcleos.
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Recentes trabalhos mostram que a seção de choque neutrino-núcleo via
corrente neutra é menor do que com corrente carregada, sendo necessário
estudar minuciosamente todo processo para entender o motivo [42]. Os da-
dos experimentais 12C e 56Fe [54–57] dispońıveis na literatura para a seção
de choque via corrente carregada servem de guia para os modelos téoricos,
porém, para a seção de choque via corrente neutra há somente a transição
do estado fundamental para o estado com energia de 15.11 MeV (T = 1) em
12C [58, 59].

1.4 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo estudar a interação neutrino-núcleo de
corrente neutra utilizando QRPA, obtendo os elementos de matriz nuclea-
res perturbados, assim como uma descrição detalhada das transições eletro-
magnéticas entre estados excitados e posteriormente as seções de espalha-
mento neutrino-núcleo para os núcleos de 12C, 40Ar e 56Fe. Ao final deste
trabalho espera-se também obter um código que reproduza as interações via
corrente neutra.

24



2 Transições eletromagnéticas

Um núcleo em um estado excitado sempre pode decair a um estado de
mais baixa energia emitindo radiação eletromagnética ou através do pro-
cesso de conversão interna. O sistema quântico que constitui o núcleo de
A núcleons tem, acima de seu estado de mais baixa energia (estado funda-
mental), uma quantidade imensa de estados excitados. Estes estados são
posśıveis de serem atingidos se energia for cedida ao sistema [1].

Figura 8: Transições eletromagnéticas de segunda ordem multipolar entre os
estados do núcleo de 24Mg [61].

O processo de decaimento eletromagnético de um núcleo pode ser descrito
como o resultado da interação do núcleo com um campo magnético externo.
Essa interação é mediada pelo quadripotencial (Φ,A), que combina o poten-
cial escalar elétrico e o potencial vetor magnético. O campo eletromagnético
da radiação pode ser expandido em termos de multipolos λµ contendo aos
harmônicos esféricos através do operador de um corpo [61].

Tλµ =
∑
αβ

〈α|Tλµ|β〉 c†αcβ = λ̂−1
∑
ab

(a||Tλ||b)[c†ac̃b]λµ, (4)

onde
c̃α ≡ (−1)ja+mαc−α, c−α = ca,−mα ,
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é um operador de aniquilação que se comporta como um tensor esférico de or-
dem ja. O elemento de matriz 〈α|Tλµ|β〉 é o elemento de matriz de part́ıcula
simples e (a||Tλ||b) é o elemento de matriz reduzido. Os elementos de matriz
carregam as propriedades dos operadores envolvidos no processo.

As fontes do campo eletromagnético são do tipo elétrico (E) e magnético
(M) e serão designados pelo ı́ndice σ = E ou σ = M . A probabilidade de
transição entre os estados pode ser obtida por:

T
(σλµ)
fi =

2

ε0~
λ+ 1

λ[(2λ+ 1)!!]2

(
Eγ
~c

)2λ+1

| 〈EfJfmf |Mσλµ|EiJimi〉 |2, (5)

onde Eγ é a energia de transição eMσλµ é o operador nuclear associado com
o campo de radiação multipolar σλµ.

Com o objetivo de obter um elemento de matriz que não dependa dos
números quânticos de projeção m, aplica-se o teorema de Wigner-Eckart
(eq.6). Este teorema expande os observáveis de interesse em termos de ten-
sores esféricos. Esse elemento de matriz reduzido a ser obtido carrega toda
informação f́ısica das funções de onda dos estados inicial e final, além de
fornecer detalhes sobre a natureza do operador [62,63].

〈ξ′j′m′|TLM |ξjm〉 = ĵ′
−1

(jmLM |j′m′)(ξ′j′‖TL‖ξj), (6)

onde a quantidade ξ carrega toda informação necessária para descrever com-
pletamente o estado quântico.

Aplicando o teorema de Winger-Eckart na eq.(5) e somando sobre todos
os estados iniciais e finais, obtêm-se

T
(σλ)
fi =

2

ε0~
λ+ 1

λ[(2λ+ 1)!!]2

(
Eγ
~c

)2λ+1

B(σλ; EiJi → EfJf ), (7)

onde

B(σλ; EiJi → EfJf ) ≡
1

2Ji + 1
|(EfJf‖Mσλ‖EiJi)|2, (8)

sendo
MEλ = Qλ MMλ = Mλ.

O tensor elétrico pode ser escrito em termos da carga elétrica e(j) e o
tensor magnético em termos do momento angular orbital l(j) e do spin s(j)

Qλµ = ς(Eλ)

A∑
j=1

e(j)rλj Yλµ(Ωj), (9)
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Mλµ =
µN
~c
ς(Mλ)

A∑
j=1

[
2

λ+ 1
g

(j)
l l(j) + g(j)

s s(j)

]
· ∇j[r

λ
j Yλµ(Ωj)], (10)

onde os termos envolvendo g são os fatores giromagnéticos: g
(j)
s = gp = 5.586

para prótons e g
(j)
s = gn = −3.826 para nêutrons.

As componentes orbitais são g
(j)
l = 1 para prótons e g

(j)
l = 0 para

nêutrons. O magnéton nuclear µN é dado por

µN =
e~

2mp

= 0.10515,

onde mp = 938.27 MeV/c2 é a massa do próton.
Os fatores de fase ςEλ e ςMλ possuem diferentes valores, dependendo da

convenção de fase utilizada, podendo ser do tipo Condon-Shortley (CS) ou
Biedenharn-Rose (BR).

ς(Eλ) =

{
1, CS,

iλ, BR.
(11)

ς(Mλ) =

{
1, CS,

iλ−1, BR.
(12)

Neste trabalho será usado a convenção de Condon-Shortley.

2.1 Regras de seleção

As conservações de momento angular e paridade próıbem determinadas
transições entre dois estados via transição gama, assim como ocorre nos decai-
mentos alfa e beta. Estabelecer as regras que governam este tipo de transição
é um tanto quanto simples, se considerarmos o fato de que um quantum de
radiação carrega um momento angular J de módulo

√
λ(λ+ 1)~ e compo-

nente z igual a m~. Assim, em uma transição entre um estado inicial com
momento angular Ji e um estado final Jf temos a conservação de momento
angular que impõe Ji = Jf + J e com isto, os valores posśıveis para a ordem
multipolar λ devem obedecer a relação triângular

|Ji − Jf | ≤ λ ≤ Ji + Jf . (13)

A primeira regra de seleção é que não existem transições com ordem
multipolar igual a zero, ou seja, não existem transições E0 ou M0. Isto é
percept́ıvel pelas eq.(9) e eq.(10), se λ = 0, Qλµ torna-se constante e uma
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constante não pode realizar transições entre dois estados, já Mλµ torna-se
zero.

As transições de ordem multipolar zero são próıbidas via emissão gama,
no entanto a transição E0 são permitidas via conversão interna, na qual o pro-
cesso desexitação nuclear é feito através da emissão de um elétron atômico.
Devido a ausência de monópolos magnéticos na natureza é imposśıvel obter
a transição M0.

Em relação a paridade, podemos destacar que as transições entre estados
de mesma paridade só podem ser efetuadas por meio da radiação multipolar
elétrica de ordem par ou magnética de ordem ı́mpar. Quando há mudanças
de paridade entre os estados as transições serão efetuadas via radiação mul-
tipolar magnética de ordem ı́mpar ou elétrica de ordem par.

Tomando πi como sendo a paridade do estado inicial e πf a do estado
final, temos a seguinte regra de seleção para a conservação da paridade

πiπf =

{
(−1)λ Eλ,

(−1)λ−1 Mλ.
(14)

Na Tabela (2) mostramos as paridades dos operadores que aparecem nas
equações (9) e (10).

Operador Paridade

Yλµ (−1)λ

rλ +1

l +1

s +1

∇ −1

Tabela 2: Paridade dos operadores das equações (9,10).

As transições eletromagnéticas são classsifcadas de acordo com sua ordem
multipolar e tradicionalmente recebem a sua nomeclatura de acordo com
os números gregos para 2λ. Na Tabela (3) mostramos a nomenclatura das
transições mais usuais, a ordem do multipolo e sua paridade para radiação
gama. Na Tabela (8) mostramos alguns exemplos para um par de estados
inicial e final com a nomenclatura usada na Tabela (3).
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Nome Abreviação λ Paridade

Dipolo elétrico E1 1 −1
Dipolo magnético M1 1 +1
Quadrupólo elétrico E2 2 +1
Quadrupólo magnético M2 2 −1
Octupólo elétrico E3 3 −1

Tabela 3: Classificação da radiação gama.

Estado inicial Estado final Decaimento pre-
dominante

2+ 0+ E2‡

1+ 0+ M1‡

1− 0+ E1‡

2+ 1+ M1
2− 1− E1
2+ 2+ M1
0+ 0+ Nenhum

Tabela 4: Exemplos de decaimento gama. O śımbolo ‡ indica que trata-se
do único tipo de decaimento posśıvel.

2.2 Os elementos de matriz de part́ıcula simples

Para conhecer as propriedades f́ısicas dos operadores é necessário obeter os
elementos de matriz de part́ıcula simples, pois estes contém toda a informação
necessária para descrevê-los. Através da eq.(4) pode-se obter o elemento de
matriz reduzido geral do operador eletromagnético

(EfJf ||Mσλ||EiJi) = λ̂−1
∑
ab

(a||Mσλ||b)(EfJf ||[c†ac̃b]λ||EiJi). (15)

O elemento de matriz de part́ıcula simples (a||Mσλ||b) pode ser decom-
posto em duas componentes, elétrica e magnética. Para a componente elétrica
σ = E, é necessário usar as propriedades dos elementos de matiz acoplados
a tensores para escrever Yλ presente na composição do tensor elétrico Qλµ

eq.(9) como

(l
1

2
j||Yλ||l′

1

2
j′) =

1√
4π

(−1)j
′− 1

2
+λ1 + (−1)j

′+l′+λ

2
ĵĵ′λ̂

(
j j′ λ
1
2
−1

2
0

)
. (16)
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Com isto, o elemento de matriz reduzido de part́ıcula simples elétrico pode
ser escrito como sendo

(a||Qλ||b) = ς
(Eλ)
ab

e√
4π

(−1)jb+λ−
1
2

1 + (−1)la+lb+λ

2
λ̂ĵaĵb

(
ja jb λ
1
2
−1

2
0

)
Rλ
ab

ς
(Eλ)
ab =

{
1, CS

(−1)
1
2

(lb−la+λ) BR.

(17)

Aplicando-se o mesmo procedimento para o tensor magnético eq.(10),
têm-se

(a||Mλ||b) = ς
(Mλ)
ab

µN/c√
4π

(−1)jb+λ−
1
2

1− (−1)la+lb+λ

2
λ̂ĵaĵb

(
ja jb λ
1
2
−1

2
0

)
×(λ− κ)

[
gl

(
1 +

κ

λ+ 1

)
− 1

2
gs

]
R

(λ−1)
ab ,

κ ≡ (−1)la+ja+ 1
2 (ja +

1

2
) + (−1)lb+jb+

1
2 (jb +

1

2
),

ς
(Mλ)
ab =

{
1, CS

(−1)
1
2

(lb−la+λ+1) BR
(18)

Os fatores g nos elementos de matriz de part́ıcula simples são dados por

e(p) = e, e(n) = 0, gl(p) = 1, gl(n) = 0, gs(p) = gp, gs(s) = gn (19)

2.3 Propriedades das integrais radiais

Para obter os valores dos elementos de matriz reduzidos (17,18) é ne-
cessário calcular os valores numéricos de Rλ

ab usando as propriedades das
funções de onda do oscilador harmônico Rnl [65].

Rλ
ab =

∫ ∞
0

vk(p)p
2dp

×
∫ ∞

0

Rnala(ra)Rn′al
′
a
(ra)jka(pra)r

2
adra

∫ ∞
0

Rnblb(rb)Rn′bl
′
b
(rb)jkb(prb)r

2
bdrb,

(20)

sendo Rnl a função de onda tridimensional do oscilador harmônico dada por

Rnl(r) = Nnl exp
(
−νr2/2

)
rlvnl(νr

2), (21)
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onde ν é a frequência do oscilador harmônico

ν =
mω

~
, (22)

e m é a massa e ~ω é o quantum de energia, que pode ser obtido por fórmula
de Blomqvist–Molinari [66]

~ω = (45A−1/3 − 25A−2/3) MeV. (23)

O termo Nnl é a constante de normalização

Nnl2 =
(2l + 2n+ 1)!!

2nn![(2l + 1)!!]2
(2ν)l+

3
2

(
2

π

) 1
2

. (24)

com vnl é o polinômio de Laguerre associado

vnl(ρ) =
∑
m

(
n

µ

)
(2l + 1)!!

(2l + 2µ+ 1)!!
(−2ρ)µ. (25)

Expandindo o produto de dois polinômios de Laguerre associados em
séries de potência, têm-se

vnl(ρ)vn′l′(ρ) =
(2l + 1)!!(2l′ + 1)!!

(2l + 2n+ 1)!!(2l′ + 2n′ + 1)!!

n+n′∑
s=0

al+l′+2s(nl, n
′l′)(2ρ)s,

(26)
com isto, pode-se escrever o produto de duas funções de onda de oscilador
harmônico como sendo

Rnl(r)Rn′l′(r) = M(nl, n′l′)
1
2

(
2

π

) 1
2

exp
(
−νr2

)∑
m

am(nl, n′l′)(2ν)(m+3)/2rm,

(27)
onde m = l + l′ + 2s, sendo s = (0, 1, ...n+ n′) e

M(nl, n′l′) = 2n+n′n!n′!(2l + 2n+ 1)!!(2l′ + 2n′ + 1)!!. (28)

Fazendo uso das propriedades das funções de Bessel, podemos escrever∫ ∞
0

Rnl(r)Rn′l′(r)jk(pr)r
2dr = M(nl, n′l′)−

1
2

∑
m

am(nl, n′l′)

× (m+ k + 1)!!

(2k + 1)!!
exp

(
−p2

4ν

)(
p2

4ν

) k
2

vm−k
2

,k,

(29)
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para o caso em que p→ 0, têm-se∫ ∞
0

Rnl(r)Rn′l′(r)jk(pr)r
2dr = (2ν)−

k
2M(nl, n′l′)−

1
2

∑
m

(m+ k + 1)!!am(nl, n′l′).

(30)

Estes resultados estão amplamente detalhados no trabalho de Horie e
Sasaki [65]. Essas expressões são de fundamental importância para os cal-
culos de elementos de matriz de transições beta e eletromagnéticas quando
as funções de onda de oscilador harmônico são usadas como funções de onda
das part́ıculas.

As Tabelas (11,6) mostram alguns resultados obtidos para o coeficiente
am(nl, n′l′), variando o valor de m diferentes resultados são obtidos. Os
resultados levam em consideração a paridade de cada estado.

nl n′l′ m = 0 2 4 6

00 00 1
01 01 1 1
02 00 1 1
02 00 1 1 1
10 00 3 -1
10 02 3 3 -1
10 10 9 -6 1
03 01 9 -6 1
03 01 9 -6 1 1

Tabela 5: Alguns valores de am(nl, n′l′) para l + l′ par. Onde n e l são os
números quânticos principal e azimutal, respectivamente [65].

nl n′l′ m = 1 3 5 7

01 00 1
02 01 1 1
10 01 3 -1
03 00 3 1
03 02 3 1 1
03 10 3 3 -1
11 00 5 -1
11 02 5 5 -1

Tabela 6: Alguns valores de am(nl, n′l′) para l + l′ ı́mpar [65].
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3 Modelos de estrutura nuclear

Após a sua descoberta em 1911 por Ernest Rutherford, o núcleo tem
sido uma importante área de estudo da F́ısica. Entender como os prótons
P e nêutrons N se combinam no núcleo para formar os elementos estáveis
e instáveis, compreender as caracteŕısticas intŕınsecas como spin e paridade
destas part́ıculas e elaborar modelos capazes de descrever matemáticamente
o núcleo são os principais objetivos deste campo de estudo.

Os modelos nucleares podem ser classificados em dois grandes grupos.
A primeira classe desses modelos permitem que os núcleons interagem forte-
mente no interior do núcleo e seu livre caminho médio é de curto alcance, esta
classe estuda o núcleo como um todo e são chamados de modelos coletivos.
Os modelos em que o prinćıpio de Pauli restringe as colisões dos núcleons no
interior do núcleo são chamados de modelos de part́ıcula independente. Esta
restrição de colisões permitem que os núcleons tenham um livre caminho
médio grande.

O modelo da gota ĺıquida proposto por Bohr e desenvolvido por Von
Weizsacker em 1935 é um modelo coletivo, e foi um dos primeiros modelos
fenômenologicos a obter sucesso em descrever a energia de ligação de um
núcleo. Este modelo se baseia na idéia de que o núcleo pode apresentar
comportamento idêntico a o de uma gota ĺıquida, em virtude de ocorrer
em ambos os casos a saturação das forças entre seus constituintes. Alguns
experimentos revelaram que os núcleos apresentam caracteŕısticas de objetos
esféricos e raio proporcional a A

1
3 , sugerindo que a densidade núclear é quase

independente do número de núcleons que constitui o núcleo.
Um dos principais problemas do modelo da gota ĺıquida é não descrever

os efeitos localizados do núcleo como, por exemplo, a existência dos números
mágicos de núcleons. Com a existência comprovada destes números, o mo-
delo da gota ĺıquida, apesar de descrever bem o comportamento médio das
energias de ligação com o número de massa, não predominou.

Os números quânticos revelam que o núcleo possui uma estrutura de ca-
madas e somente modelos que consideram o núcleo como um sistema quântico
podem descrevê-los com uma melhor precisão. O modelo de camadas faz, que
é um modelo de part́ıtula independente, esta descrição do núcleo. As primei-
ras propostas sobre este modelo surgiram no final da década de 1920, porém
a falta de uma base téorica consistente e a pouca aceitação no meio cient́ıfico
da idéia de que os núcleons pudessem se mover de forma independente, o que
era contrário aos dados experimentais da época, fizeram o modelo demorar
mais tempo para ser implantado.

O modelo de camadas considera que os núcleons se movem de forma
quase independente dentro do núcleo sujeitos a um potencial central, é con-
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siderado que este potencial tem origem na suposição de que cada núcleon
se move em um potencial médio criado pelos demais núcleons. Em 1949, a
introdução de um termo de acoplamento spin-órbita estabeleceu de forma
definitiva o modelo de camadas, sendo posśıvel descrever melhor os números
mágicos e outras caracteŕısticas fundamentais como: os momentos angula-
res dos núcleos, transições onde há grande mudanças no momento angular
nuclear (transições isoméricas), decaimento beta, decamimento gama e os
momentos magnéticos dos núcleos.

Figura 9: Esquema de ńıveis do modelo de camadas [1].

3.1 O hamiltoniano nuclear

Nesta seção usaremos a segunda quantização para descrever o Hamilto-
niano nuclear. Esta poderosa técnica é fortemente empregada em sistemas
compostos por um grande números de part́ıculas. A idéia básica por trás
desta formulação é a noção de estados de part́ıcula simples, que indica o
conjunto de estados quânticos que podem ser ocupados por uma part́ıcula
simples. A grande vantagem está em poder descrever os operadores de inte-
resse f́ısico em termos dos operadores de criação e destruição, fazendo uso da
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representação de ocupação número.
O Hamiltoniano nuclear dentro do modelo de camadas possui basicamente

três componentes, estas consideram o campo médio gerados pelos prótons Hp,
pelos nêutrons Hn e pela interação reśıdual próton-nêutron Hpn.

H = Hp +Hn +Hpn.

Em 1960 Baranger desenvolveu um formalismo que permitiu obter uma
aproximação adequada para calcular as propriedades de ńıveis de baixas ener-
gias em um núcleo par-par esférico, partindo do Hamiltoniano do modelo de
camadas [67].

Na formulação de segunda quantização o Hamiltoniano nuclear pode ser
escrito como

H =
∑
α

εαa
†
αaα +

1

4

∑
αβγδ

vαβγδc
†
αc
†
βcδcγ, (31)

a primeira parcela leva em conta a soma das energias de part́ıculas simples e
a segunda contém as informações da interação próton-nêutron, podendo ser
obtida da seguinte forma.

vαβγδ =

∫
φ†α(x1)φ†β(x2)v(x1,x2)φγ(x1)φδ(x2)d3r1d

3r2,

φ(x) é a função de onda da part́ıcula simples. Os ı́ndices α, β, δ e γ represen-
tam os estados quânticos de part́ıculas simples dentro do modelo de camadas.
Os termos cβ e c†β são respectivamente os operadores de destruição e criação.
Como os operadores de destruição devem destruir estados de part́ıculas e
operadores de criação devem criar estados de part́ıculas, logo eles devem
satisfazer as seguintes relações de anticomutação

{cα, cβ} = {c†α, c
†
β} = 0

{c†α, cβ} = δαβ.
(32)

O termo vαβγδ é a forma antisimetrizada do operador de dois corpos, onde

vαβγδ ≡ vαβγδ − vαβδγ,

respeitando as seguintes propriedades de simetria

vαβγδ = −vβαγδ = −vαβδγ = vβαδγ = v∗γδαβ.

Estas relações de simetria são de grande utilidade na descrição da in-
teração residual, podendo vαβγδ também ser escrito como

vαβγδ = n.as. 〈αβ|V |γα〉n.as. .
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Os operadores de dois corpos são fundamentais para descrever os pares
de interações entre as part́ıculas, podendo atuar simultâneamente sobre duas
part́ıculas, part́ıcula-buraco ou sobre dois buracos. Neste trabalho será uti-
lizado a nomeclatura PP para representar a interação part́ıcula-part́ıcula e
PH part́ıcula-buraco.

O acoplamento PP a um certo momento angular JM é dado por:

|ab, J〉 =
∑
mamb

〈jamajbmb|JM〉 |jamajbmb〉 ,

onde

|a〉 ≡ |(1

2
la)ja〉 .

representa um ket de part́ıcula simples com momento angular ja, resultado do
acoplamento do momento angular la com o spin 1/2. A forma antisimetrizada
é

|ab, J〉a =
1√

1 + δa,b

∑
mamb

〈jamajbmb|JM〉 |jamajbmb〉 ,

com a seguinte propriedade

|ab, J〉a = (−1)ja+jb−J+1 |ba, J〉a .

O acoplamento PH possui o seguinte formato∣∣ab−1, J
〉

=
∑
mamb

(−1)jama 〈jamajb −mb|JM〉
∣∣jama(jbmb)

−1
〉
,

com a seguinte propriedade∣∣a−1
〉

= a |0〉 =
∣∣(jama)

−1
〉

= (−1)ja −ma |ja −ma〉 .

Usando o operador de dois corpos, podemos acoplar duas part́ıculas com
momento angular JM a outras duas part́ıculas com também com momento
angular JM . Assim, podemos definir o elemento de matriz G, que representa
o acoplamento PP.

G(abcd; J) =
∑

mambmcmd

〈jamajbmb|JM〉 〈jcmcjdmd|JM〉V PP
abcd. (33)

O mesmo racioćınio é utilizado para obter o acomplamento PH, representado
pelo elemento de matriz F .

F (abcd; J) =
∑

mambmcmd

(−1)ja−ma(−1)jc−mc 〈jamajb −mb|JM〉

× 〈jcmcjd −md|JM〉V PH
abcd , (34)
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onde
V PH
abcd =

〈
ab−1

∣∣V ∣∣cd−1
〉

= 〈ad|V |bc〉 = V PP
adbc.

Os elementos de matriz PP e PH são relacionados da seguinte forma:

F (abcd; J) =
∑
J

Ĵ ′2(−1)jb+jc+J
′
{
ja jb J
jc jd J ′

}
G(adbc; J ′), (35)

com a relação inversa

G(adbc; J) =
∑
J

Ĵ ′2(−1)jb+jc+J
′
{
ja jd J
jc jb J ′

}
F (abcd; J ′), (36)

sendo,

{
ja jb J
jc jd J ′

}
, o simbolo de 6j e J ′ sendo obtido por

Ĵ ′ =
√

2J ′ + 1. (37)

3.2 Correlações de emparelhamento no núcleo

Os núcleos que possuem núcleons fora de uma camada fechada, são cha-
mados de núcleos de camada aberta. A descrição da estrutura deste tipo de
núcleo se torna intrátavel se aplicado os métodos part́ıcula-buraco. Isso se
deve ao fato de que dentro da camada principal as diferenças entre as ener-
gias de part́ıcula simples são da mesma ordem de magnitude dos elementos de
matriz de dois corpos. Com isto, a interação residual fica livre para espalhar
os nucleons de forma que a hierarquia part́ıcula-buraco é perdida.

Em modelos nucleares como o modelo de camadas, os núcleons interagem
através da força forte, que é atrativa e de curto alcance. Esta interação
contribui para o potencial médio dos núcleons e a interação residual entre eles.
Dois núcleons podem minimizar suas energias tirando vantagem da interação
residual, para isso basta que se movam em algumas orbitas restritas, como
o mesmo momento angular e projeções opostas. Quando esses dois núcleons
interagem, o momento angular total do par é zero.

Para obter o estado fundamental de um núcleo par de prótons e nêutrons
é necessário acoplar núcleons em estados com energias próximas ao ńıvel de
Fermi, formando pares com momemento angular total zero. É notório que,
para formar os estados excitados será necessário quebrar os pares, os estados
de mais baixa energia são constrúıdos quebrando somente um par. Esses
estados possuem energia de excitação em torno de 2∆, onde ∆ é a energia
emparelhamento.
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Figura 10: Estado fundamental e estados excitados de mais baixas energias
com momento angular zero e paridade positiva em um sistema com número
par de férmions se movendo em uma configuração de part́ıcula simples [99].

Na Figura (10) é posśıvel observar que, o estado fundamental pode ser ob-
tido preenchendo os mais baixos orbitais, respeitando o prinćıpio de exclusão
de Pauli. A grande energia de separação entre os ńıveis observada no espectro
pode ser entendida assumindo a grande perda de energia na quebra de um
par e para mover os pares de um ńıvel a outro, como indicado no item (b).
Pode-se afirmar que quando têm-se correlações de emparelhamento, o estado
fundamental é uma combinação linear dos pares de estados de part́ıculas dis-
tribúıdos sobre todos os estados dispońıveis. Assim o estado fundamental dos
pares correlacionados consiste dos pares espalhados pela superf́ıcie difusa de
Fermi, como pode ser visto em (c). Os estados excitados podem ser obtidos
pela quebra de um par de part́ıculas em dois ńıveis quaisquer, como pode
ser visto na parte inferior da figura. A energia associada com cada par de
part́ıculas (energia de quasepaŕıcula) é dada por

Eν =
√

(εν − λ)2 + ∆2, (38)

onde εν é a energia de part́ıcula simples e λ a energia de Fermi obtida das
equações de BCS, como veremos mais na frente.
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Pela necessidade de se formar pares para emparelhar, em núcleos ı́mpares
sempre haverá núcleons desemparelhados. Pode-se obter uma descrição qua-
litativa destes núcleos em termos das órbitas dispońıveis para o núcleon de-
semparelhado.

A interação residual desempenha um importante papael nas interações
entre pares de núcleons, sendo responsável pelas diferentes propriedades pre-
sentes em núcleos pares e ı́mpares. Os núcleos pares são mais abundantes e
mais estáveis, o que indica que possuem energias de ligações mais fortes do
que os núcleos ı́mpares.

3.3 A interação residual delta

Para descrever a interação residual, utilizou-se a interação delta, que tem
sido amplamente utilizada na literatura [69–71] para calcular as taxas de
decaimentos beta simples, duplo e espalhamento de neutrinos/antineutrinos.
Assim,

V = −4π(vsPs + vtPt)δ(r), (39)

com

δ(r) = 2π
δ(r1 − r2)

r1r2

∑
lµ

Ylµ(θ1, φ1)Yl−µ(θ2, φ2)(−)µ,

onde vs (do projetor singlete) e vt (do projetor triplete) são as amplitudes
da interação nos canais de emparelhamento, de PP e de PH. Por exemplo,
vs no canal de emparelhamento é um parâmetro ajustável para reproduzir
o gap experimental de prótons e nêutrons. Assim temos dois pares (vs, vt)
para os canais PP e PH, que se ajustam convenientemente para reproduzir
algúm observável. Os termos Ps e Pt são os projetores que descrevem o
emparelhamento núcleon-núcleon.

O potencial δ(r) é uma representação simples de uma interação atrativa
de curto alcançe entre dois núcleons de valência.

Para obter os elementos de matriz da interação delta utilizou-se os se-
guintes trabalhos [72–74]. Será mostrado os elementos de matriz PP e PH
para part́ıculas idênticas e não-idênticas. Consideramos conveniente apre-
sentar aqui estes elementos de matriz, porque se bem estão mencionadas
as referências originais, muitas vezes essa informação está bem espalhada e
dispor de um apanhado de relações é bem didático.
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3.3.1 Para part́ıculas não-idênticas

Para a interação PP, os elementos de matriz para part́ıculas diferentes
utilizando a interação delta é dado por:

G(abcd; J) =a 〈ab; J, tatb|V |cd; J, tctd〉a = 2 〈ab; J, tatb|V |cd; J, tctd〉dir .

Pode-se separar estas em interações em diferentes ordens de acoplamento.

G(pnp′n′; J) = −vs
1

4
R
(
1 + (−1)lp+ln+J

)
g(pnJ)g(p′n′J)

− vt
1

4
R
[
2h(pnJ)h(p′n′J) +

(
1− (−1)lp+ln+J

)
g(pnJ)g(p′n′J)

]
,

onde

g(abJ) = (−1)ja−
1
2

+la ĵaĵb

(
ja jb J
1
2
−1

2
0

)
= (−1)ja+jb+1+la+lbg(baJ); (40)

e

h(abJ) = (−1)ja+jb ĵaĵb

(
ja jb J
1
2

1
2
−1

)
= (−1)ja+jb+Jh(baJ), (41)

sendo R a integral radial definida pela eq.(20).

G(npp′n′; J) = −vs
1

4
R
(
1 + (−1)lp+ln+J

)
g(pnJ)g(p′n′J)

+ vt
1

4
R
[
2h(npJ)h(p′n′J) +

(
1− (−1)lp+ln+J

)
g(npJ)g(p′n′J)

]
Para o acoplamento PH, têm-se

F (abcd; J) =a

〈
ab−1; J, tat

−1
b

∣∣V ∣∣cd−1; J, tct
−1
d

〉
a

= 2
〈
ab−1; J, tat

−1
b

∣∣V ∣∣cd−1; J, tct
−1
d

〉
dir
,

de onde

F (pnp′n′; J) =
R

4
(−1)lp+lp′ {[vs + vt]h(pnJ)h(p′n′J)

+ [−vs(−1)lp+ln+J + vt(2 + (−1)lp+ln+J)]g(pnJ)g(p′n′J)
}
,

e

F (pp′nn′; J) =
R

4
(−1)lp+ln

{
[vs − vt]h(pp′J)h(nn′J)− [vs(−1)lp+lp′+J

+ vt(2 + (−1)lp+lp′+J)]g(pp′J)g(nn′J)
}
.
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As equações anteriores podem ser simplificadas considerando a paridade
do acoplamentos dos nucleons a J . Se o momento angular J for par e a
paridade do acoplamento for positiva, os elementos de matriz são dados por:

G(pnp′n′; J) = −R
2

[vsg(pnJ)g(p′n′J) + vth(pnJ)h(p′n′J)], (42)

G(npp′n′; J) = −R
2

[vsg(npJ)g(p′n′J)− vth(npJ)h(p′n′J)], (43)

F (pnp′n′; J) =
R

4
(−1)lp+lp′ (3vt−vs)[g(pnJ)g(p′n′J)+(vs+vt)h(pnJ)h(p′n′J)],

(44)

F (pp′nn′; J) = −R
4

(−1)lp+ln(3vt+vs)[g(pp′J)g(nn′J)−(vs−vt)h(pp′J)h(nn′J)].

(45)
Quando o momento angular J for ı́mpar e a paridade do acoplamento for

negativa, temos os seguintes elementos de matriz:

G(pnp′n′; J) = −R
2
vt[g(pnJ)g(p′n′J) + h(pnJ)h(p′n′J)], (46)

G(npp′n′; J) =
R

2
vt[g(npJ)g(p′n′J) + h(npJ)h(p′n′J)], (47)

F (pnp′n′; J) =
R

4
(−1)lp+lp′ (vt + vs)[g(pnJ)g(p′n′J) +h(pnJ)h(p′n′J)], (48)

F (pp′nn′; J) = −R
4

(−1)lp+ln(vt − vs)[g(pp′J)g(nn′J)− h(pp′J)h(nn′J)].

(49)

3.3.2 Para part́ıculas idênticas

Considerando que as part́ıculas são idênticas, temos o seguinte elemento
de matriz PP

G(abcd; J) = −vs
1

2
R
(
1 + (−1)la+lb+J

)
g(abJ)g(cdJ).
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Com a seguinte propriedade

G(abcd; J) = −θ(abJ)G(bacd; J) θ(abJ) ≡ θ(jajbJ) = (−1)ja+jb+J .

O elemento de matriz PH é dado por:

F (abcd; J) = −vs
1

2
R(−1)la+lc

[
−h(abJ)h(cdJ) + (−1)la+lb+Jg(abJ)g(cdJ)

]
,

Quando muda-se F (abcd; J)→ F (abdc; J), obtêm-se:

F (abdc; J) = −vs
1

2
R(−1)la+lc

[
−h(abJ)(−1)jc+jd+Jh(cdJ)

+(−1)la+lb+lc+ld+jc+jd+J+1g(abJ)g(cdJ)
]
.

Quando J é par e a paridade do acoplamento é positiva, tem-se:

F (abdc; J) = −vs
1

2
R(−1)la+lc

[
−h(abJ)(−1)jc+jd+Jh(cdJ)

+(−1)jc+jd+1g(abJ)g(cdJ)
]
, (50)

G(abcd; J) = −vsRg(abJ)g(cdJ), (51)

F (abcd; J) = −vs
R

2
(−1)la+lc [g(abJ)g(cdJ)− h(abJ)h(cdJ)]. (52)

Para J ı́mpar e paridade do negativa, obtêm-se:

F (abdc; J) = −vs
1

2
R(−1)la+lc

[
−h(abJ)(−1)jc+jd+Jh(cdJ)

−(−1)jc+jd+1g(abJ)g(cdJ)
]
, (53)

G(abcd; J) = 0; (54)

F (abcd; J) = −vs
R

2
(−1)la+lc [−h(abJ)h(cdJ)− g(abJ)g(cdJ)]. (55)

3.4 Teoria de BCS

A teoria BCS foi desenvolvida por Bardeen, Cooper and Schrieffer em
1957 [75] com o objetivo de fornecer uma descrição da supercondutividade
nos metais. A idéia principal é que dois férmions com spins opostos se atraem
para formar um estado ligado, chamado de par de Cooper, que possui spin
zero e se comporta como bóson. Trata-se de uma poderosa teoria de muitos
corpos, mas que pode ser generalizada para qualquer tipo de interação de
dois corpos.
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A função de onda para o estado fundamental de BCS pode ser escrita
como

|BCS〉 =
∏
α>0

(ua − vac†αc̃†α) |CORE〉 ,

os coeficientes ua e ub são geralmente números complexos, mas podem ser
considerados como reais, obedecendo a seguinte condição de normalização

u2
a + v2

a = 1, (56)

para associar aos quadrados um sentido de probabilidade de ocupação e des-
socupação do estado quântico a.

Para introduzir as correlações de emparelhamento na função de onda, é
necessário realizar a transformação de Bogoliubov-Valatin [76, 77]. Define-
se a†α como um operador com propriedades tensoriais que cria part́ıculas no
orbital α, a = (−1)ja+mαa α seu operador de aniquilação correspondente e ã
o operador associado

a†α = uac
†
α + vac̃α

ãα = uac̃α − vac†α
(57)

Neste formalismo, têm-se agora não mais estados de part́ıcula e buraco, mas
sim estados de quase-part́ıcula. Para um ńıvel acima do ńıvel de Fermi, têm-
se ua ≈ 1 e va ≈ 0, para um ńıvel abaixo, têm-se ua ≈ 0 e va ≈ 1. Então
pode-se entender agora va e ua como amplitudes de ocupação e desocupação
de part́ıculas. Para um dado orbital j, pode-se dizer que seu preenchimento
é dado por (2j + 1)v2

j part́ıculas e (2j + 1)u2
j buracos.

As transformações devem obedecer as seguintes relações de anticomutação
afim de serem unitárias e conservarem as relações de anticomutação de Fermi

{aα, aβ} = 0,

{a†α, a
†
β} = 0,

{aα, a†β} = δαβ.

A decomposição do Hamiltoniano nuclear (31) em um operador de um
corpo, representado pelo campo médio de Hatree-Fock e um operador de
dois corpos, representado pela interação residual, pode ser obtida aplicando
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o teorema de Wick.

4V =
∑
αβγδ

Vαβγδ : c†αc
†
βcδc

†
γ :
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αc
†
β|BCS〉 : cδcγ :

−
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αcδ|BCS〉 : c†βcγ : +
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αcγ|BCS〉 : c†βcδ :

+
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†βcδ|BCS〉 : c†αcγ : −
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†βcγ|BCS〉 : c†αcδ :

+
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|cδcγ|BCS〉 : c†αc
†
β :
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αc
†
β|BCS〉 〈BCS|cδcγ|BCS〉

−
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αcδ|BCS〉 〈BCS|c
†
βcγ|BCS〉

+
∑
αβγδ

Vαβγδ 〈BCS|c†αcγ|BCS〉 〈BCS|c
†
βcδ|BCS〉 (58)

Para obter o Hamiltoniano nuclear em termos dos operadores de criação
e aniquilação de quase-part́ıculas é necessário usar a transformação inversa
da eq.(57) em eq.(58). Com isto têm-se

H = H0 +
∑
b

H11(b)[a†bãb]00 +
∑
b

H20(b)([a†ba
†
b]00 − [ãbãb]00) + VRES, (59)

onde

H0 =
∑
a

εaĵ
2
av

2
a+

1

2

∑
abJ

v2
av

2
b Ĵ

2[Nab(J)]−2 〈ab; J |V |ab; J〉+1

2

∑
ab

ĵaĵbuavaubvb 〈aa; 0|V |bb; 0〉 ,

H11(b) = εbĵb(u
2
b − v2

b )− 2ubvb
∑
a

ĵauava 〈aa; 0|V |bb; 0〉

+ĵ−1
b (u2

b − v2
b )
∑
aJ

v2
aĴ

2[Nab(J)]−2 〈ab; J |V |ab; J〉 ,

H20(b) = εbĵbubvb + ĵ−1ubvb
∑
aJ

v2
aĴ

2[Nab(J)]−2 〈ab; J |V |ab; J〉

+
1

2
(u2

b − v2
b )
∑
a

ĵauava 〈aa; 0|V |bb; 0〉 ,

O termo VRES pode ser agora escrito em termos do ordenamento normal

VRES =
1

4

∑
αβγδ

Vαβγδ : c†αc
†
βcδcγ :,
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onde Nab(J) é uma constante de normalização que considera se as part́ıculas
em questão são idênticas ou não-idênticas dependo também do momento
angular

Nab(J) =

√
1 + δab(−1)J

1 + δab
, (60)

As equações de BCS, que descrevem o estado fundamental, são obtidas
através da minimização do valor esperado 〈BCS|H|BCS〉. Porém, o ha-
miltoniano (eq.59) não comuta com o operador número de quase-part́ıculas.
Para resolver este problema, é empregado o método dos multiplicadores de
Lagrange, que possui o seguinte hamiltoniano auxiliar

H = H − λ
∑
α

c†αcα,

Usando o hamiltoniano auxiliar e a eq.(59), têm-se

〈BCS|H|BCS〉 = H0 −
∑
a

ĵ2
av

2
a ≡ H0.

O mesmo procedimento pode ser aplicado para escrever os demais termos

H0 =
∑
b

ĵ2
b [v

2
b (ηb +

1

2
µb)−

1

2
ubvb∆b],

H11(b) = ĵb[(u
2
b − v2

b )ηb + 2ubvb∆b],

H20(b) = ĵb[ubvbηb −
1

2
(u2

b − v2
b )∆b].

(61)

onde temos definido os seguintes valores

∆b ≡ −ĵ−1
b

∑
a

ĵauava 〈aa; 0|V |bb; 0〉 ,

µb ≡ −ĵ−2
b

∑
aJ

v2
aĴ

2[Nab(J)]−2 〈ab; J |V |ab; J〉 , (62)

ηb ≡ εb − λ− µb,

onde termo ∆b representa o gap de emparelhamento, µb a auto-energia que
descreve a renormalização da energia de part́ıcula simples, representada por
εa, e λ é a energia de Fermi, associado ao operador número de part́ıculas.
Esta renormalização leva em conta a contribuição de energia das interações
de um núcleon em um determinado orbital com todos os outros núcleons.
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Em outras palavras, o Hamiltoniano expresso em termos das quase-part́ıculas
é igual a soma de três termos: um termo constante, o segundo termo é diago-
nal nas bases de quase-part́ıculas, e um terceiro que é não-diagonal. Impondo
a condição de que H20 seja nulo, o que permite somente a criação de pares
de quase-part́ıculas, obtêm-se a chamada equação de gap

2(εb − λ)ubvb = (u2
b − v2

b )∆b. (63)

Usando a condição de normalização (eq.56), podemos escrever as probabili-
dades de ocupação em função da energia de quase-part́ıcula Eb

u2
b =

1

2

(
1 +

εb − λ
Eb

)
, v2

b =
1

2

(
1− εb − λ

Eb

)
, (64)

onde
Eb =

√
(εb − λ)2 + ∆b. (65)

3.5 Aproximação de QTDA (Quasiparticle Tamm-Dancoff
Approximation)

O método Tamm-Dancoff consiste em descrever e resolver problemas de
muitos corpos, entre eles interações part́ıcula-buraco. Suas aplicações vão
muito além da f́ısica, sendo amplamente usado na qúımica e engenharia.

É posśıvel derivar este método do prinćıpio variacional. Considerando H
como sendo o Hamiltoniano nuclear e |Ψ〉 um vetor de estado arbitrário no
espaço de Hilbert, têm-se que o valor esperado para a energia E deste estado
é dado por:

E[Ψ] =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

.

Para encontrar a melhor descrição para o estado |Ψ〉 deve-se impor que
E[Ψ] seja estácionário, ou seja, δ[E] = 0. Aplicando o pŕıncipio variacional
e fazendo |Ψ〉 → |Ψ〉 + |δΨ〉, onde |δΨ〉 é um estado arbitrário infinitesimal
do espaço de Hilbert, têm-se

〈δΨ|H − E|Ψ〉 = 0, 〈Ψ|H − E|δΨ〉 = 0.

Considerando que |Ψ〉 seja um estado de N part́ıcula-simples ψα como

|α1α2...αN〉 ≡ c†α1
c†α2
...c†αN |0〉 =

∏
α

(c†α)nα |0〉 ,

o estado de mais baixa energia é |φ0〉 e sua variação infinitesimal é dada por:

|δφ0〉 = ηc†αc
†
β |φ0〉 ≡ η |χ〉 .
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o estado |χ〉 é uma excitação part́ıcula-buraco do estado φ0. Este resultado
nos conduz a o teorema de Brillouin’s

〈χ|H|φ0〉 = 0. (66)

Da teoria de Hatree-Fock podemos escrever

〈χ|H|φ0〉 = tαβ +
∑
γ

vγαγβ = Tαβ.

De acordo com a eq.(66) Tαβ = 0. Com isto, o operador de um corpo pode
ser diagonalizado em termos das part́ıculas simples e obter os autovalores
de energia. Quando a interação residual é inclúıda o estado fundamental é
descrito por um vácuo de Hatree-Fock e os estados excitados por combinações
lineares das excitações part́ıcula-buraco.

Pode-se desmembrar as contribuições dos operadores de um e dois corpos
para as energias de excitação. Considerando que o Hamiltoniano nuclear seja
a soma do hamiltoniano de Hatree-Fock com a interação residual, têm-se que
a contribuição do operador de um corpo é dado por:〈

ab−1; J
∣∣HHF

∣∣cd−1; J
〉

= δacδbd(εa − εb) ≡ δacδbdεab, (67)

e a contribuição do operador de dois corpos〈
ab−1; J

∣∣VRES∣∣cd−1; J
〉

= −
∑
J ′

Ĵ ′
2
W (jajbjdjc; JJ

′) 〈da; J ′|V |bc; J ′〉 , (68)

onde W (jajbjdjc; JJ
′) é o coeficiente de Racah

W (jajblbla; JJ
′) = (−1)ja+jb+la+lb

{
ja jb J
la lb J ′

}
. (69)

A eq.(68) é conhecida como tranformação de Pandya dos elementos de matriz
part́ıcula-buraco.

A função de onda para os estados excitados é

|Ψω〉 =
∑
ab

Xω
ab

∣∣ab−1; JπM
〉
, (70)

onde ω = nJπM . Usando esta função de onda no hamiltoniano, nos retorna
a seguinte equação de autovalores∑

cd

(δacδbdεab +
〈
ab−1; Jπ

∣∣VRES∣∣cd−1
〉
)Xω

cd = EωX
ω
ab. (71)
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Tendo em vista que o Hamiltoniano da aproximação de Tamm-Dancoff
possui contribuições das interações part́ıcula-buraco: próton-próton (pp−1) e
nêutron-nêutron (nn−1), logo pode-se dividi-lo em blocos contendo interações
de part́ıculas idênticas e diferentes

HTDA =

(
H(pp−1 − pp−1) V (pp−1 − nn−1)
V (nn−1 − pp−1) H(nn−1 − nn−1)

)
, (72)

onde o bloco H(pp−1 − pp−1) leva as contibuições próton-próton, H(pp−1 −
pp−1) nêutron-nêutron e V (nn−1 − pp−1) próton-nêutron.

Para derivar a equação de quase-part́ıcula na aproximação de Tamm-
Dancoff (QTDA), deve-se partir da equação de movimento. A idéia principal
por trás desta equação é evitar um cálculo expĺıcito do estado fundamental.
Este método foi primeiramente introduzido por Rowe [68].

〈Ψ0|[δQ,H,Q†ω]±|Ψ0〉 = Eω 〈Ψ0|[δQ,Q†ω]±|Ψ0〉 , (73)

onde Q†ω é o operador de criação e Ψ0 um estado de vácuo.

δQ = Aab(JM), Q†ω =
∑
cd

Xω
cdA

†
cd(JM), (74)

sendo A† e A os pares criação e aniquilação de quase-part́ıculas:

A†ab = Nab(J)[a†aa
†
b]JM , Aab(JM) = −Nab(J)(−1)J+M [ãaãb]J,−M . (75)

Usando a chamada aproximação quase-bosónica, que consiste em fazer o
estado de vácuo ser o vácuo de BCS, pode-se escrever

〈BCS|[δQ,H, Q†ω]±|BCS〉 = Eω 〈BCS|[δQ,Q†ω]|BCS〉 . (76)

Substitúındo a eq.(74) na eq.(76), têm-se

〈BCS|[δQ,H, Q†ω]±|BCS〉 =
∑
cd

Xω
cd 〈BCS|[Aab(JM), A†cd(JM)]|BCS〉 .

(77)
Para part́ıculas idênticas e não-idênticas, o lado direito da equação se

reduz ao fator Xω. Considerando que, a e b são ambos prótons ou ambos
nêutrons, têm-se

〈BCS|[δQ,H, Q†ω]±|BCS〉 =

[
1 + δab(−1)J

1 + δab

]2

Xω
ab, (78)

onde o termo em parentêses é um fator de normalização. Notamos que o
operador Aaa(JM) desaparece se J é ı́mpar.
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Para calcular o lado esquerdo, é necessário escrever o hamiltoniano nu-
clear na representação de quase-part́ıcula. Para isso precisa-se escrever a
interação residual em termos dos operadores de criação e destruição

VRES =
∑
αβγδ

Vαβγδ[uaubvcvda†αa
†
βã
†
δã
†
γ − 2uaubucvda

†
αa
†
βa
†
δãγ + uaubucuda

†
αa
†
βaδaγ

− 2uavbvcvda
†
αã
†
δã
†
γ ãβ − 4uavbucvda

†
αã
†
δãβaγ − 2uavbucuda

†
αãβaδaγ

+ vavbvcvdã
†
δã
†
γ ãαãβ − 2vavbucvdã

†
δãαãβaγ + vavbucudãαãβaδaγ]

= H40 +H31 +H22.

(79)

O Hamiltoniano nuclear pode ser escrito como a soma dos hamiltonianos H0

que carrega a energia de quase-part́ıcula do campo médio, com o hamiltoni-
ano H11 que carrega as energias de part́ıcula simples e a interação residual

H = H0 +H11 + VRES. (80)

Substitúındo na equação de movimento (73), somente H11 e VRES contri-
buem, com relação a interação residual somente H22 pode fornecer uma con-
tribuição finita. Calculando a contribuição de H11, têm-se

〈BCS|[δQ,H11, Q
†
ω]|BCS〉 = (Ea + Eb)X

ω
ab.

Substituindo todas as partes já calculadas na equação de movimento, obtêm-
se

(Ea + Eb)X
ω
ab +

∑
c≤d

Xω
cd 〈BCS|[Aab(JM), VRES, A

†
cd(JM)]|BCS〉 = EωX

ω
ab.

Substituindo VRES por H22 e calculando sua contribuição, a equação torna-se∑
c≤d

Xω
cd 〈BCS|[Aab(JM), H22, A

†
cd(JM)]|BCS〉

= {(uaubucud + vavbvcvd) 〈ab; J |V |cd; J〉
+Nab(J)Ncd(J)[(uavbucvd + vaubvcud)

〈
ab−1; J

∣∣VRES∣∣cd−1; J
〉
]

− (−1)jc+jd+J(uavbvcud)
〈
ab−1; J

∣∣VRES∣∣dc−1; J
〉
}

Com isto, pode-se escrever de forma compacta todas as contribuições
mencionadas, utilizando a notação de Baranger, têm-se o que é conhecido
como elementos de matriz de QTDA.

Aab,cd ≡ (Ea + Eb)δacδbd − 2Nab(J)Ncd(J)(uaubucud + vavbvcvd)G(abcdJ)

+ (uavbucvd + vaubvcud)F (abcdJ)

− (−1)jc+jd+J(uavbvcud + vaubucvd)F (abdcJ).

(81)
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Considerando que haja interações próton-próton, nêutron-nêutron, próton-
nêutron e nêutron-próton, é necessário montar uma matriz que leve em conta
todas estas interações, como feito em (72) e (121), com o objetivo de poste-
riormente realizar a diagonalização. Assim temos a matriz

AQTDA =

(
A(pp− pp) A(pp− nn)
A(nn− pp) A(nn− nn).

)
(82)

Cada um destes termos representa uma submatriz, cuja dimensão depende do
espaço de configurações utilizado. Por se tratar de part́ıculas não-idênticas,
nas submatrizes da diagonal secundária não são somadas as energias de
quase-part́ıculas.

De forma expĺıcita, pode-se escrever A(pp− pp) como sendo

Ap1p2,p3p4 ≡ (Ep1 + Ep2)δp1p3δp2p4 − 2Np1p2(J)Np3p4(J)

· (up1up2up3up4 + vp1vp2vp3vp4)G(p1p2p3p4J)

+ (up1vp2up3vp4 + vp1up2vp3up4)F (p1p2p3p4J)

− (−1)jp3+jp4+J(up1vp2vp3up4 + vp1up2up3vp4)F (p1p2p4p3J).

(83)

Os elementos de matriz part́ıcula-part́ıcula G(p1p2p3p4J) podem ser obtidos
de acordo com as equações (51) e (54), realizando as seguintes trocas a→ p1,
b→ p2, c→ p3 e d→ p4. O cálculo destes elementos de matriz estão condi-
cionados ao estado e a paridade do acoplamento Jπ. O mesmo procedimento
pode ser aplicado para o cálculo do elemento de matriz part́ıcula-buraco
F (p1p2p3p4J), utilizando as equações (52) e (55). Os elementos de matriz
part́ıcula-buraco F (p1p2p4p3J) podem ser obtidos por meio das equações (50)
e (53).

Realizando as modificações p1 → n1, p2 → n2, p3 → n3 e p4 → n4 na
eq.(83), obtêm-se An1n2,n3n4 . Sendo os elementos de part́ıcula-part́ıcula e
part́ıcula-buraco calculados pelas mesmas equações.

Para o cálculo de A(pp− nn) pode ser realizado da seguinte forma

Ap1p2,n3n4 ≡ Np1p2(J)Nn3n4(J)(up1up2un3un4 + vp1vp2vn3vn4)G(p1p2n3n4J)

+ (up1vp2vn3un4 + vp1up2un3vn4)F (p1p2n3n4J).

(84)

Os elementos de matriz part́ıcula-part́ıcula podem ser obtidos através da
eq.(35) e os elementos de matriz part́ıcula-buraco através das equações (45)
e (49). Os elementos de matriz A(nn − pp) pode ser obtido trocando as
legendas de próton por nêutron e vice-versa na eq.(84).
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3.6 Aproximação de QRPA (Quasiparticle Random Phase
Approximation)

A técnica de Random Phase Approximation (RPA), ou aproximação de
fase aleatória, foi primeiramente introduzida por Bohm e Pines em uma série
de trabalho publicados entre os anos de 1951 e 1953 [78–81], em seus estudos
sobre as oscilações no plasma do gás de elétrons. A primeira aplicação em
f́ısica nuclear foi feita por Ferrell [82] em 1957, nos seus estudos sobre as
vibrações no núcleo de 16O dentro da teoria de Tamm-Dancoff-Hatree-Fock.
A técnica da RPA consiste em considerar um estado fundamental correla-
cionado composto por um vácuo de pares de part́ıcula-buraco, o que difere
em essência da TDA tradicional, que considera o estado fundamental como
sendo um vácuo de Hatree-Fock. No caso da QRPA, o estado fundamen-
tal correlacionado está composto por pares de quase-part́ıculas, e dentro da
aproximação quasebosônica o estado fundamental é descrito pela funcão de
BCS.

Dentro do formalismo de quase-part́ıculas, as equações de QRPA podem
ser obtidas de forma semelhente as de QTDA, a partir da equação de movi-
mento. O operador de excitação em QRPA é dado por

Q†ω =
∑
a≤b

[Xω
abA

†
ab(JM)− Y ω

abÃab(JM)]. (85)

Seu conjugado Hermitiano é dado por

Qω =
∑
a≤b

[Xω∗
ab Aab(JM)− Y ω∗

ab Ã
†
ab(JM)], (86)

onde os operadores acoplados de duas quase-part́ıculas são definidos como

A†ab = Nab(J)[a†aa
†
b]JM , Aab(JM) = −Nab(J)[ãaãb]JM . (87)

Substituindo (85) e (86) na equação de movimento (73), e considerando
o vácuo de BCS, têm-se

Aab,cd(J) ≡ 〈BCS|[Aab(JM),H, A†cd(JM)]|BCS〉 ,
Bab,cd(J) ≡ −〈BCS|[Aab(JM),H, Ã†cd(JM)]|BCS〉 .

(88)

O elemento de matriz Aab,cd é o mesmo elemento de matriz em QTDA. Es-
crevendo em forma de equação matricial, têm-se o seguinte problema de
autovalores (

A B
B A

)(
X
Y

)
= ω

(
X
−Y

)
, (89)
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onde A é uma matriz Hermitiana e B é simétrica.
Para obter a matriz B, pode ser aplicado um procedimento semelhante

para a obtenção da matriz A, que nos conduz a seguinte expressão

Bab,cd(J) ≡ 2Nab(J)Ncd(J)[(uaubvcvd + vavbucud)G(abcdJ)

− (uavbvcud + vaubucvd)F (abcdJ)

+ (−1)jc+jd+J(uavbucvd + vaubvcud)F (abdcJ)].

(90)

Considerando as interações entre part́ıculas idênticas e não-idênticas, pode-
se proceder da mesma forma que em (82).

BQRPA =

(
B(pp− pp) B(pp− nn)
B(nn− pp) B(nn− nn).

)
(91)

onde,

Bp1p2p3p4J(J) ≡ 2Np1p2(J)Np3p4(J)[(up1up2vp3vp4 + vp1vp2up3up4)G(p1p2p3p4J)

− (up1vp2vp3up4 + vp1up2up3vp4)F (p1p2p3p4J)

+ (−1)jp3+jp4+J(up1vp2up3vp4 + vp1up2vp3up4)F (p1p2p4p3J)].

(92)

Para obter Bn1n2n3n4J(J) basta trocar as legendas de próton por nêutron.
B(pp− nn) pode ser obtido da seguinte forma

Bp1p2,n3,n4(J) ≡ −(up1un3vp2vn4 + vp1vn3up2un4G(p1p2n3n4; J)

+(up1vn3vp2un4 + vp1un3up2vn4)F (p1p2n3n4; J).
(93)

Os elementos de matriz B(nn− pp) pode ser obtido trocando as legendas de
próton por nêutron e vice-versa.

4 A interação neutrino-núcleo

A história da interação fraca (ou força fraca) está diretamente atrelada com
o descobrimento do neutrino. Esta força fundamental da natureza governa
o decaimento de part́ıculas atômicas instáveis, como os mésons e inicia a
reação de fusão nuclear que alimenta o Sol. A interação fraca atua em left-
handed férmions, em part́ıculas elementares com spin semi-inteiro e right-
handed antiférmions. As part́ıculas interagem via troca de bósons W± e Z0,
estes bósons possuem massa de 100 vezes maior que o próton, o que define a
natureza de curto alcance desta interação.
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Algumas considerações importantes sobre a interação fraca são:

• Processos que envolvem a interação fraca possuem uma seção de choque
muito pequena, porém esta aumenta linearmente com a energia. Em
1 MeV , a seção de choque é da ordem de 10−43 cm2; em 1 GeV é da
ordem de 10−38 cm2.

• Os neutrinos são as únicas part́ıculas que somente interagem através
da interação fraca, os léptons carregados interagem via interação ele-
tromagnética e interação fraca.

• As interações fracas não conservam alguns números quânticos que são
conservados na interação eletromagnética e na interação forte. Por
exemplo, a paridade P e a estranheza S são violadas em processos
fracos.

• A interação fraca desempenha um papel fundamental em sistemas as-
trof́ısicos, sendo responsável pelo decaimento beta. Um exemplo disto
é a cadeia de reações nucleares que ocorre dentro do Sol que depende
criticamente da reação pp→ de+νe, que é um processo fraco.

• Como estamos tratando com pocessos cujas energias são da ordem ≈
100 MeV , temos como ordem de magnitude para massas dos bósons
MW± ≈ 78 GeV e MZ0 ≈ 89 GeV , com isto se cumpre k2 � M2

B e o
propagador de bósons pode ser aproximado para

−gµν + kµkν/M2
B

k2 −M2
B

→ gµν
M2

B

4.1 O Hamiltoniano de interação

O formalismo mais utilizado em processos fracos na literatura é o proposto
por Donnelly e Walecka [83,84], onde os fatores nucleares de forma são classi-
ficados como fatores de Coulomb (M), longitudinal (L), transversal elétrico
(T el), e transversal magnético (T mag), em analogia com as transições eletro-
magnéticas. No entanto, existem muitos trabalhos na literatura que utilizam
o formalismo desenvolvido por Kuramoto et al. [85] para estudar reações
envolvendo neutrinos, muito por conta da sua simplicidade. Porém, com o
formalismo de Kuramoto não é posśıvel obter as taxas de captura de múon, o
que o torna incompleto. Com isto, para descrever simultâneamente as reações
neutrino-núcleo e o processo de captura de múon é necessário empregar as
modificações feitas por Luyten [86] et al. e Auerbach [87], que empregaram
os elementos de matriz M2

V , M2
A e M2

P que estão relacionados com os fatores
de forma.
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O Hamiltoniano de interação neutrino + núcleo é dado por [33]:

H = Hν,ν +HNuc +HW , (94)

onde o primeiro termo é o Hamiltoniano do neutrino (Hamiltoniano livre),
este descreve o neutrino como sendo livre de qualquer potêncial; o segundo
representa o Hamiltoniano do núcleo e o último representa a interação ele-
trofraca neutrino-núcleo.

Por conveniência iremos utilizar coordenadas esféricas (m = −1, 0,+1)
para os 3-vetores, e a notação de Walecka [83], com a métrica Euclidiana, para
os quadri-vetores x = {x, x4 = ix∅}. A única diferença é a substituição dos
ı́ndices de Walecka (0,3) pelos nossos ı́ndices (∅,0), onde o ı́ndice ∅ representa
a componete temporal e o ı́ndice 0 a terceira componente esférica.

O Hamiltoniano eletrofraco pode ser expresso da seguinte forma

Hw(r) =
G√

2
Jαlαe

−ir·k (95)

onde G = (3.04545± 0.00006)× 10−12) é a constante de Fermi em unidades
naturais, r é o quadrivetor posição e k = (k0,k) é o momento transferido.
A corrente leptônica lα ≡ {l, il∅} e o operador de corrente hadrônica são
Jα ≡ (J, iJ∅) são respectivamente expressos em sua forma relativ́ıstica como
[34]

lα(q, Eν) ≡ (l, il∅) = −iusν (p, Eν)γα(1 + γ5)usν (96)

onde pl ≡ {p, iEl} e pl ≡ {q, iEl} são respectivamente o momento do lépton
e do neutrino.

Jα = iγ4

[
gV γα −

gm
2M

σαkβ + gAγαγ5 + igpkαγ5

]
. (97)

Através da transformação de Foldy–Wouthuysen pode-se obter a forma
não-relativ́ıstica destes operadores, com isto têm-se

J∅ = gV + (gA + gP1)σ · k̂− gAσ · v (98)

J = −gAσ − igWσ × k̂− gV k̂ + gP2(σ · k̂)k̂ + gV v (99)

onde k̂ =
k

κ
, κ = |k|, v = −i∇/M é o operador velocidade, que atua na

função de onda nuclear.
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O momento transferido pode ser escrito de forma expĺıcita como

k = Pi − Pf ≡ {k, ik∅} (100)

onde Pi e Pf são os momentos iniciais e finais do núcleo, M é a massa do
núcleon, ml é a massa do lépton, e gV , gA, gM e gP são as contantes de
acoplamento vetorial, axial-vetorial, magnética-fraca e pseudoescalar. Na
forma admensional têm-se

gV = 1, gA = 1, gM = κp − κn = 3.70, gP = gA
2Mml

κ2 +m2
π

. (101)

Estas estimativas para gM e gP são oriundas da CVC (Conserved Vector
Current) hypothesis e da PCAC (Partially Conserved Axial Vector Current)
hypothesis, respectivamente.

Na forma de notação curta, podemos escrever:

gV = gV
κ

2M
, gA = gA

κ

2M
, gW = (gV + gM)

κ

2M
,

gP1 = gP
κ

2M
k∅, gP2 = gP

κ2

2M
.

(102)

Para prótons e nêutrons, temos as seguintes constantes de acoplamento:

gnV =
1

2
, gpV =

1

2
(1− 4 sin2 θ), g

(n,p)
A = ∓1

2
gA(0), g

(n,p)
P = gA

2M

k2 +m2
π

(103)
onde gA(0) = −1.2617 e θ denotam o ângulo de Weinberg, sendo sin2 θ =
0.2325

O efeito do tamanho nuclear finito é incorporado na forma do fator de
dipolo com um corte em Λ = 850 MeV .

g → g

(
Λ2

Λ2 + k2

)2

Realizando a expansão do operador nuclear Oα ≡ (O, iOα) têm-se:

Oα ≡ (O, iOα) = Jαe
−ik·r

onde e−ik·r representa uma onda plana, que possui a seguinte forma

e−ik·r =
∑
L

i−L
√

4π(2L+ 1)jL(κr)YL0(r̂).
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De forma conveniente, pode-se escrever

O∅J = jJ(κr)YJ0(r̂)J∅

OMJ =
∑
L

iJ−LFJLM(κr)[YL(r̂)⊗ J]J .

O FJLM é o fator geométrico, que possui a seguinte forma geral

FJLM = (−)J+M
√

(2L+ 1)

(
L 1 J
0 −M M

)
, (104)

M L FJLM

0 J + 1 −
√

J+1
2J+1

0 J 0

0 J − 1
√

J
2J+1

1 J + 1 1√
2

√
J

2J+1

1 J − 1√
2

1 J − 1 1√
2

√
J+1
2J+1

−1 J + 1 1√
2

√
J

2J+1

−1 J 1√
2

−1 J − 1 1√
2

√
J+1
2J+1

Tabela 7: Valores do fator geométrico FJLM [88].

De forma expĺıcita pode-se escrever O∅J e OmJ em função dos operadores
elementares MV

J , MA
J , MA

MJ e MV
MJ

O∅J = gVMV
J + igAMA

J + i(gA + gP1)MA
0J (105)

OMJ = i(δM0gP2 − gA +MgW )MA
MJ + gVMV

MJ − δM0gVMV
J . (106)
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Os operadores elementares são

MV
J = jJ(κr)YJ(r̂),

MA
J = M−1jJ(κr)YJ(r̂)(σ · ∇)

MA
MJ =

∑
L≥0

iJ−L−1FMLJjL(κr)[YL(r̂)⊗ σ]J ,

MV
MJ = M−1

∑
L≥0

iJ−L−1FMLJjL(κr)[YL(κr)⊗∇]J .

(107)

A CVC relaciona as peças dos operadores de corrente vetorial (105) e (106)

k ·OV ≡ κOV
0 = k̃∅O

V
∅ ,

com
k̃∅ ≡ k∅ − S(∆ECoul −∆M),

onde

∆ECoul ∼=
6e2Z

5R
∼= 1.45ZA−1/3MeV

é a diferença de energia coulombiana entre os núcleos final e inicial, ∆M =
Mn−Mp = 1.29 MeV é a diferença de massa entre nêutrons e prótons, e S =
±1 é um sinal para distinguir o espalhamento de neutrino e do antineutrino,
respectivamente. Como resultado desta relação entre a CVC e os operadores,
temos a seguinte substituição

gVMV
0J − gVMV

J →
k∅
κ
gVMV

J .

Com esta modificação pode-se escrever OMJ da seguinte forma

OMJ = i(δM0gP2 − gA +mgW )MA
MJ + 2|m|gVMV

MJ + δM0
k∅
κ
gVMV

J . (108)

Os operadores elementares MV
J , MA

J , MA
0J e MV

0J são reais, mas MA
±1J

e MV
±1J não são, com isto, é convinente expressá-los suas partes reais e

imaginárias
M±1J =MR

1J ± iMI
1J

com MR
1J carregando a parte real e iMI

1J a parte imaginária. Podemos
também separá-los considerando suas diferanças de paridade, com isto defi-
nimos

• Paridades naturais π = (−)J : MV
J , MA,I

1J e MV,R
1J ;

• Paridades não-naturais π = (−)J+1 : MA
J , MV,I

1J , MA
0J e MA,R

1J .
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4.2 Seção de choque neutrino-núcleo de corrente car-
regada

Em uma reação neutrino-núcleo em que há a emissão de um lépton car-
regado, o momento transferido pode ser escrito como k = pl − qν , com
pl ≡ {pl, iEl} e qν ≡ {qν , iEν} sendo o momento do lépton ejetado e do
neutrino, respectivamente. De forma expĺıcita, têm-se:

El = Eν − ωJπα

a energia do lépton, onde ωJπα é a energia do núcleo,

|pl| =
√

(Eν − ωJπα )2 −m2
l ,

o momento do lépton, onde ml é a sua massa,

κ = |pl − pν | =
√

2Eν(El − |pl| cos θ)−m2
l + ω2

Jπα
,

o momento transferido. Com isto, a seção de choque é

σ(El, Jf ) =
|pl|El

2π
F (Z + 1, El)

∫ 1

−1

d(cos θ)Tσ(q, Jf ) (109)

onde F (Z + 1, El) é a função de Fermi, θ é o ângulo de espalhamento dado
por

θ ≡ q̂ν · q̂l,

e Tσ(q, Jf ) é a probabilidade de transição

Tσ(k, Jf ) =
1

2Ji + 1

∑
Sν

∑
Mi,Mf

| 〈JfMf |HW |JiMi〉 |2, (110)

sendo |JiMi〉 e |JfMf〉 os vetores de estado inicial e final do núcleo, respec-
tivamente.

O elemento de matriz envolvendo o Hamiltoniano fraco pode ser escrito
como

〈JfMf |HW |JiMi〉 =
G√

2
Oαlα, (111)

onde Oα é um elemento de matriz do operador nuclear

Oα ≡ 〈JfMf |Oα|JiMi〉 .
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Com isto, podemos escrever a probabilidade de transição da seguinte forma

Tσ(κ, Jf ) =
G

2Ji + 1

∑
MiMf

OαO∗βLαβ

onde Lαβ são as traças leptônicas, que são expressas (em coordenadas carte-
sianas) por

Lαβ =
1

2

∑
slsν

lαl
∗
β = − 1

ElEν
[pαqβ + qαpβ − δαβ(p · q)± εαβγδqγpδ]

Uma mudança das coordenadas cartesianas para esféricas se torna conve-
niente, uma vez que nossos operadores estão em coordenadas esféricas. Se-
guindo os passos de [89], podemos expressar O e L em termos de (M,M ′ =
0,−1, 1) e a probabilidade de transição torna-se

Tσ(k, Jf ) =
4πG2

2Ji + 1

∑
J

[| 〈Jf |O∅J |Ji〉 |2L∅ +
∑

M=0±1

| 〈Jf |Omj|Ji〉 |2LM

− 2K( 〈Jf |O∅J |Ji〉 〈Jf |O0J |Ji〉)L∅0].

(112)

A forma expĺıcita das traças leptônicas para L∅ ≡ L∅∅, LM ≡ LM ≡ LMM

de acordo com [90]

L∅∅ = 1 +
|p| cos θ

El
,

L∅0 =

(
q0

Eν
+
p0

El

)
,

L0 = 1 +
2q0p0

ElEν
− |p| cos θ

El
,

L±1 = 1− q0p0

ElEν
±
(
q0

Eν
− p0

El

)
S1.

(113)

onde as componentes em z do momento do neutrino e do lépton carregado
são

q0 = k̂ · q =
Eν(|p| cos θ − Eν)

κ
, (114)

p0 = k̂ · p =
|p|(|p| − Eν cos θ)

κ
, (115)

onde S = +1 para espalhamento de neutrinos e −1 para antineutrinos.
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4.3 Seção de choque neutrino-núcleo de corrente neu-
tra

No espalhamento NC o processo fraco a ser considerado é

ν +X(Z,N)→ ν +X∗(Z,N),

onde o neutrino incidente ν interage com o núcleo-alvo X(Z,N), sendo que
este absorve parte da energia do neutrino.

Como as excitações ocorrem no mesmo núcleo X → X∗, logo a função de
Fermi F (Z + 1, El) = 1, pois não temos interação coulombiana do lepton
ejetado com o núcleo final. Com isto, a seção de choque total pode ser
descrita como:

σ(Eν , Jf ) =
|q′|Eν

2π

∫ 1

−1

d(cos θ)Tσ(q, Jf ) (116)

onde θ ≡ q · q′ é o ângulo entre o neutrino incidente e o neutrino ejetado.
A amplitude de transição possui a mesma forma geral da apresentada na
eq.(112). Porém, as traças leptônicas são modificadas, pois sabemos qual
será o lépton ejetado, ν ′.

L∅∅ = 1 +
|q′| cos θ

Eν′
,

L∅0 =

(
q0

Eν
+

q′0
Eν′

)
,

L0 = 1 +
2q0q

′
0

Eν′Eν
− |q

′| cos θ

Eν′
,

L±1 = 1− q0q
′
0

Eν′Eν
±
(
q0

Eν
− q′0
Eν′

)
S1.

(117)

onde as componentes em z de q0 e q0
′ são respectivamente

q0 = k̂ · q =
Eν(|q′| cos θ − Eν)

κ
, (118)

q′0 = k̂ · q′ = |q
′|(|q′| − Eν cos θ)

κ
. (119)
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5 Resultados Numéricos

5.1 Transições eletromagnéticas em 24Mg

Com objetivo de ter uma segurança nos códigos computacionais da QRPA
sem troca de carga, que estamos implementando pela primeira vez no grupo
de Nuclear da UESC, vamos implementar um toy model que permita fazer
um seguimento detalhado da evolução dos cálculos de estrutura nuclear.

Assim vamos realizar os cálculos de estrutura nuclear para o núcleo de
24Mg, usando um toy model com a camada de valencia 1d5/2 − 2s1/2 para
o estado Jπ = 2+. A vantagem em realizar um toy model com um espaço
de duas configurações está na maior capacidade de acompanhamento dos
resultados, podendo ser reproduzidos de forma anaĺıtica com maior facilidade.

As energias de part́ıcula simples (spe), as probabilidades de ocupação
oriundas da resolução da equação de BCS u e v, e as energias de quase-
part́ıculas (E) utilizados foram:

Orbital spe u v E (MeV)

π1d5/2 7.33 0.6841 0.7294 1.97
π2s1/2 6.75 0.7724 0.6352 2.35
ν1d5/2 2.27 0.6891 0.7246 1.98
ν2s1/2 1.82 0.7582 0.6520 2.34

Tabela 8: Energias e probabilidades de ocupação das configurações utilizadas
no cálculo de estrutura nuclear para 24Mg. As legendas π e ν representam
próton e nêutron, respectivamente.

O espaço de configurações na camada 1d5/2 − 2s1/2 utilizado foi:

{|π1〉 , |π2〉 , |ν1〉 , |ν2〉} ={
∣∣(π1d5/2)2; 2+

〉
,
∣∣π1d5/2π1s1/2; 2+

〉
,∣∣(ν1d5/2)2; 2+

〉
,
∣∣ν1d5/2ν1s1/2; 2+

〉
}.

(120)

Para o espaço de configurações acima, os elementos de matriz para o
acoplamento part́ıcula-part́ıcula e part́ıcula-buraco no canal de part́ıculas
idénticas são
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Orbital F (nn′nn′; 2+) G(nn′nn′; 2+) F (pp′pp′; 2+) G(pp′pp′; 2+)

1111 -0.03 -0.03 -0.03 -0.03
1112 0.02 0.02 0.02 0.02
1212 -0.01 -0.02 -0.01 -0.02

Tabela 9: Valores para os NME do acoplamento PH e PP nas camadas 1d−2s
para Jπ = 2+ obtidos através das equações (45) e (36).

Os elementos de matriz para o acoplamento part́ıcula-part́ıcula e part́ıcula-
buraco no canal de part́ıculas não-idênticas são

Orbital F (pp′nn′; 2+) G(pp′nn′; 2+)

1111 0.54 3.01
1112 0.27 0.60
1212 0.09 0.29

Tabela 10: Valores dos NME para o acoplamento PH e PP nas camadas
1d− 2s para Jπ = 2+ obtidos através das equações (45) e (36).

Para montar a matriz AQTDA utilizou-se a eq.(83) para o acoplamento
de part́ıculas idênticas e a eq.(84) para part́ıculas não-idênticas. Como te-
mos quatro acoplamentos distintos, 2 para prótons e 2 para nêutrons, logo,
obteremos matrizes 2× 2.

Ap1p2p3p4 =

(
5.1188 −0.9044
−0.9044 5.5187

)
, An1n2n3n4 =

(
5.1278 −0.9110
−0.9110 5.5253

)
,

Ap1p2n3n4 =

(
0.90 0.30
0.30 0.19

)
.

Seguindo o modelo de formação da supermatriz QTDA em (82), têm-se
uma matrix 4× 4 com todos os acomplamentos realizados.

AT =


Aπ1π1 Aπ1π2 Aπ1ν1 Aπ1ν2
Aπ2π1 Aπ2π2 Aπ2ν1 Aπ2ν2
Aν1π1 Aν1π2 Aν1ν1 Aν1ν2
Aν2π1 Aν2π2 Aν2ν1 Aν2ν2

 , (121)

onde as legendas dos acoplamentos estão indicadas na eq.(120). Substituindo
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os valores obtido em Ap1p2p3p4 , An1n2n3n4 e Ap1p2n3n4 , obtêm-se

AT =


5.1188 −0.9044 0.90 0.30
−0.9044 5.5187 0.30 0.19

0.90 0.30 5.1278 −0.9110
0.30 0.19 −0.9110 5.5253

 . (122)

Aplicando o mesmo procedimento para obter a supermatriz B, utilizando
(92) e (93), têm-se

Bp1p2p3p4 =

(
0.4117 −0.3088
−0.3088 0.4085

)
, Bn1n2n3n4 =

(
0.4123 −0.3154
−0.3154 0.4173

)

Bp1p2n3n4 =

(
−0.63 −0.12
−0.12 −0.09

)
.

Através da eq.(91) montamos a supermatriz B, onde a ordem dos acoplamen-
tos é o mesmo da eq.(121)

BT =


0.4117 −0.3088 −0.63 −0.12
−0.3088 0.4085 −0.12 −0.09
−0.63 −0.12 0.4123 −0.3154
−0.12 −0.09 −0.3154 0.4173

 . (123)

A diagonalização é feita utilizando a eq.(89) para obter as amplitudes X
e Y , e os autovalores de energia. A nomeclatura 2+

1 representa o primeiro
estado excitado obtido no acoplamento 2+, seguindo de modo análogo para
os demais.∣∣24Mg; 2+

1

〉
= −0.608 |π1〉+ 0.077

∣∣π−1
1

〉
− 0.370 |π2〉+ 0.019

∣∣π−1
2

〉
+ 0.607 |ν1〉 − 0.076

∣∣ν−1
1

〉
+ 0.370 |ν2〉 − 0.019

∣∣ν−1
2

〉
,

∣∣24Mg; 2+
2

〉
= −0.432 |π1〉 − 0.030

∣∣π−1
1

〉
− 0.560 |π2〉 − 0.002

∣∣π−1
2

〉
− 0.433 |ν1〉 − 0.030

∣∣ν−1
1

〉
− 0.560 |ν2〉 − 0.002

∣∣ν−1
2

〉
,

∣∣24Mg; 2+
3

〉
= −0.381 |π1〉+ 0.046

∣∣π−1
1

〉
+ 0.610 |π2〉 − 0.029

∣∣π−1
2

〉
+ 0.364 |ν1〉 − 0.046

∣∣ν−1
1

〉
− 0.597 |ν2〉+ 0.028

∣∣ν−1
2

〉
,

∣∣24Mg; 2+
4

〉
= −0.554 |π1〉+ 0.003

∣∣π−1
1

〉
+ 0.424 |π2〉 − 0.030

∣∣π−1
2

〉
− 0.566 |ν1〉+ 0.005

∣∣ν−1
1

〉
+ 0.441 |ν2〉 − 0.032

∣∣ν−1
2

〉
,
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Com o objetivo de analisar os resultados obtidos, iremos compará-los com
os obtidos em um trabalho desenvolvido por Suhonen [61]. Com as seguintes
ressalvas:

a) No trabalho desenvolvido por Suhonen, é utilizado a Surface delta
interaction (SDI) como interação residual, o que difere da simples interação
delta utilizada neste trabalho.

b) As energias de part́ıculas simples empregados no cálculo são diferentes.
c) As probabilidades de ocupação u e v utilizadas por Suhonen para

prótons e nêutrons são as mesmas para um mesmo estado. Neste trabalho
estas probabilidade são próximas, porém diferentes.

Com tudo, mesmo com essas diferenças fundamentais, já era esperado
que os resultados fossem diferentes, porém com a mesma ordem de grandeza,
e foi exatamente o que obteve-se.

A Tabela (11) mostra os valores utilizados por Suhonen para os cálculos
de estrutura nuclear. Os valores de u e v que saem da equação de BCS, as
energias de part́ıcula simples e de quase-part́ıcula.

Orbital spe u v E (MeV)

1d5/2 0.00 0.6685 0.7437 1.977
2s1/2 0.87 0.8119 0.5838 2.073

Tabela 11: Energias de part́ıcula simples, probabilidades de ocupação u e v,
e energias de quase -part́ıcula. Estes valores foram obtidos por Suhonen [61].

Os estados formados são os mesmos que os obtidos em (120), o que for-
nece ainda mais confiança na formação dos acoplamentos (segue as mesmas
legendas). O cálculo das matrizes foi feito utilizando as mesmas equações
mostradas acima. A eq.(124) mostra de forma expĺıcita como é feito o cálculo
do elemento de matriz A para o acoplamento π0d5/2 − π0d5/2.

Aπ1π1 = A((π0d5/2)2, (π0d5/2)2)

2× 1.977MeV + (0.66854 + 0.74374)(−0.6857A1)

+
1

2
[2× 0.66852 × 0.74372(−0.6857A1)

− (−1)
5
2

+ 5
2

+2 × 2× 0.66852 × 0.74372(−0.6857A1)]

= 3.954MeV − 0.686A1,

(124)
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AT =


3.954− 0.686A1 −0.886A1 −0.508A0 − 0.170A1 −0.672A0 − 0.224A1

−0.886A1 4.050− 1.154A1 −0.672A0 − 0.224A1 −0.898A0 − 0.287A1

... ... 3.954− 0.686A1 −0.886A1

... ... −0.886A1 4.050− 1.154A1

 ,

(125)

BT =


0 0 −0.508A0 − 0.169A1 −0.672A0 − 0.224A1

0 −0.046A1 −0.672A0 − 0.224A1 −0.880A0 − 0.306A1

... ... 0 0

... ... 0 −0.046A1

 ,

(126)∣∣24Mg; 2+
1

〉
= 0.468 |π1〉+ 0.164

∣∣π−1
1

〉
+ 0.595 |π2〉+ 0.215

∣∣π−1
2

〉
+ 0.468 |ν1〉+ 0.164

∣∣ν−1
1

〉
+ 0.595 |ν2〉+ 0.215

∣∣ν−1
2

〉
,∣∣24Mg; 2+

2

〉
= 0.621 |π1〉 − 0.057

∣∣π−1
1

〉
+ 0.351 |π2〉 − 0.072

∣∣π−1
2

〉
− 0.621 |ν1〉+ 0.057

∣∣ν−1
1

〉
− 0.351 |ν2〉+ 0.072

∣∣ν−1
2

〉
,∣∣24Mg; 2+

3

〉
= 0.554 |π1〉 − 0.002

∣∣π−1
1

〉
− 0.439 |π2〉 − 0.004

∣∣π−1
2

〉
+ 0.554 |ν1〉 − 0.002

∣∣ν−1
1

〉
− 0.439 |ν2〉 − 0.004

∣∣ν−1
2

〉
,∣∣24Mg; 2+

4

〉
= −0.345 |π1〉 − 0.024

∣∣π−1
1

〉
+ 0.619 |π2〉 − 0.029

∣∣π−1
2

〉
+ 0.345 |ν1〉+ 0.024

∣∣ν−1
1

〉
− 0.619 |ν2〉+ 0.029

∣∣ν−1
2

〉
,

Os resultados obtidos neste toy model estão em boa concordância com
aqueles obtidos por Suhonen, uma vez que as amplitudes obtidas na função
de onda estão na mesma ordem de grandeza. As diferenças nos sinais po-
dem ser entendidas como divergências entre as diferentes interações residuais
empregadas.

Com o objetivo de estudar as transições eletromagnéticas de um estado
excitado para um estado fundamental, utilizou-se o estado 2+

1 do 24Mg, cuja a
função de onda

∣∣24Mg; 2+
1

〉
é fornecida acima. O elemento de matriz reduzido

que descreve a transição eletromagnética de um estado excitado QRPA para
um estado fundamental é

(QRPA||Mσλ||ω) = δλJ
∑
a≤b

Nab(J)θlb(va|ub| ± vb|ua|)(a||Mσλ||b)× (Xω
ab + ςλY ω

ab),

+ para σ = E,− para σ = M,

(127)
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onde θlb é uma convenção de fase

θlb =

{
(−1)lb CS phase convention,

1 BR phase convention,
(128)

e as probabilidades de ocupação

vaub + ς(λ)uavb = θlb(va|ub| ± vb|ua|) (129)

O elementos de matriz reduzidos entre estados de part́ıculas simples são
descritos pelas equações (17) e (18). Porém, como as transições eletro-
magnéticas obedecem regras de seleção que conservam o momento angular
e a paridade dos estados, logo elas obedecem a relação triangular (13) e
(14). Como a ordem multipolar é λ = 2, seguindo a Tabela (4), temos
uma transição E2 pura. Logo, é necessário calcular os elementos de matriz
(a||Q2||b), usando a equação (17).

Para obter os elementos de matriz de part́ıcula simples entre os estados
descritos na Tabela (13) é necessario calcular as integrais radiais entre esses
estados, usando a equação (30). A Tabela (12) mostra os resultados obtidos
para a integral radial, variando os estados e a ordem multipolar adotada.
A Tabela (13) mostra os valores obtidos para os elementos de matriz de
part́ıcula simples para a transição E2.

a b λ = 0 λ = 1 λ = 2 λ = 3

1s 1s 1 1.128 1.500 2.257
1s 1p 0.921 1.225 1.843 3.062
1s 2s 0 -0.461 -1.225 -2.764
1s 1d 0.775 1.165 1.936 3.496
1s 1f 0.623 1.035 1.869 3.623
1s 2p 0.291 0 -0.583 -1.936
1p 1p 1 1.505 2.500 4.514
1p 2s -0.376 -1 -2.257 -5
1p 1d 0.951 1.581 2.855 5.534
1p 1f 0.845 1.526 2.958 6.103
1p 2p 0 -0.476 -1.581 -4.282
2s 2s 1 1.693 3.500 7.899
2s 1d -0.632 -1.427 -3.162 -7.136

Tabela 12: Alguns valores da integral radial Rλ para os multipolos λ =
0, 1, 2, 3 nas camadas 1s,1p,2s,1d,2p e 1f.
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a b (a||Q2||b) (a||Q2||b)

QRAP Suhonen

1d5/2 1d5/2 −2.585 −2.585

1d5/2 2s1/2 −2.185 −2.185

2s1/2 1d5/2 −2.185 −2.185

2s1/2 2s1/2 0.0 0.0

Tabela 13: Elementos de matriz de part́ıcula simples para os estados da
camada de valencia 1d− 2s. Como trata-se de estados de part́ıculas simples,
estes resultados são os mesmos para prótons e nêutrons.

Para auxilar o cálculo dos elementos de matriz dos estados excitados,
definiu-se a partir da equação (127), as quantidades Qab e Cab.

Qab = Nab(2)(vaua + vbua)(a||Q2||b)
eeff
e
, (130)

Cab = Qab(X
ω
ab + ςλY ω

ab) (131)

Suhonen

Orbital Qab (fm2) X
2+1
ab Y

2+1
ab Cab (efffm

2)

π1d5/2π1d5/2 −5.97epeff 0.468 0.164 −3.77

π1d5/2π2s1/2 −7.17epeff 0.595 0.215 −5.81

ν1d5/2ν1d5/2 −5.97epeff 0.468 0.164 −3.77

ν1d5/2ν2s1/2 −7.17epeff 0.595 0.215 −5.81

Toy model QRAP

π1d5/2π1d5/2 −5.99epeff −0.608 0.077 −3.19

π1d5/2π2s1/2 −7.16epeff −0.370 0.019 −2.52

ν1d5/2ν1d5/2 −6.00epeff 0.607 −0.076 −3.18

ν1d5/2ν2s1/2 −7.17epeff 0.370 −0.019 −2.51

Tabela 14: Contribuições das configurações de duas quase-part́ıculas ab na
camada de valência, as quanitdades Qab e Cab são definidas pelas equações
(130) e (131).
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O elemento de matriz perturbado na QRPA é calculado da seguinte forma

(QRPA||Q2||2+
1 ) =

∑
a≤b

Qab

(
X

2+1
ab + Y

2+1
ab

)
≡
∑
a≤b

Cab. (132)

A probabilidade de transição reduzida do estado excitado 2+
1 para o estado

fundamental resulta

B(E2; 2+
1 → 0+

gs)QRPA =
1

2J + 1
|(QRPA||Q2||2+

1 )|2. (133)

Suhonen
(QRPA||Q2||2+

1 ) −9.58 (epeff + eneff ) fm
2

B(E2; 2+
1 → 0+

gs) 47.0 e2fm4

Toy model QRAP

(QRPA||Q2||2+
1 ) −11.62 (epeff + eneff ) fm

2

B(E2; 2+
1 → 0+

gs) 69.18 e2fm4

Tabela 15: Valores obtidos para o cálculo do elemento de matriz perturbado
para o estado 2+

1 e a probabilidade de transição 2+
1 → 0gs, para este, foram

utilizadas as cargas efetivas epeff = 1.3e e eneff = 0.3e.

Os resultados obtidos foram satisfatórios, quando comparados com o mo-
delo do Suhonen, uma vez que os valores para toda parte de part́ıcula simples
estão em completo acordo. Isso mostra que nosso código QRAP sem troca
de carga consegue descrever transições entre estados de part́ıculas simples de
corrente neutra com grande precisão. Com relação a parte perturbada, já
era esperado algumas diferenças, uma vez que o Suhonen utiliza a interação
residual SDI (Surface delta interaction) diferentemente do QRAP que utiliza
a interação delta simples. Contudo, os resultados obtidos para a parte per-
turbada apresentam um bom acordo com os obtidos pelo Suhonen, o que nos
fornece confiança para seguir avançando e calcular as seções de espalhamento
neutrino-núcleo.

5.2 Seção de espalhamento neutrino-12C

Considerando as correlações de emparelhamento (nn) nêutron-nêutron,
(pp) próton-próton e (pn) próton-nêutron é posśıvel descrever as seções de
espalhamento neutrino-núcleo de corrente neutra e corrente carregada, o que
equivale, usando QRPA, a (pp+ nn)-QRPA e pn-QRPA, respectivamente.
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As reações neutrino-núcleo que ocorrem em baixas energias (algumas de-
zenas de MeV), ocorrem em duas etapas principais, a primeira é a excitação
do núcleo-alvo pelo neutrino incidente, e a segunda é a desexitação nuclear,
que ocorre através do decaimento de um estado excitado para um estado de
mais baixa energia do núcleo-filho, desencadeando na emissão de algumas
part́ıculas.

Na primeira etapa, a excitação ocorre através das transições super permi-
tidas de Fermi (Jπ = 0+), permitidas de Gamow-Teller (GT) (Jπ = 1+),
transições de dipolo (Jπ = 0−, 1−, 2−) e outras transições multipolares de
ordem superior. Apesar dos estados isobárico análogo e as transições de
Gamow-Teller fornecerem as maiores contribuições para a seção de cho-
que, será mostrado adiante que as transições multipolares de ordem superior
também desempenham um papel fundamental nas reações neutrino-núcleo.
Assim, podemos definir:

Transições de Fermi: São as transições que apresentam ∆J = 0 (spin nu-
clear) e por conservação de momento angular orientação anti-paralela (sin-
glete) dos estados de spin leptônicos (↑↓).

Transições de Gamow-Teller: São as transições que apresentam ∆J = 1 e
orientação paralela (triplete) dos estados de spin leptônicos (↑↑). Abaixo é
mostrado as regras de seleção para o decaimento beta.

Transição ∆J = |Ji − Jf | ∆π

Permitida 0,±1 Não

Próıbida de primeira ordem 0,±1,±2 Sim

Próıbida de segunda ordem ±2,±3 Não

........................ ............. ......

Próıbida de ordem n ±,±(n+ 1) (−1)n [1=sim, −1=não]

Tabela 16: Regras de seleção para o momento angular e paridade no decai-
mento beta.

Um passo importante à ser cumprido para descrever bem este tipo reação
é obedecer a ordem de contribuição de cada mutipolo, por exemplo, ao longo
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das últimas décadas diversos estudos demonstraram que as maiores contri-
buições para a seção de espalhamento de neutrinos em 12C são oriundas das
transições GT, ou seja, o estado que mais contribui é o 1+.

Nos apoiando nos resultados da seção anterior para descrever a QRPA de
carga conservada, modelou-se as seções de espalhamento ν+12C via corrente
neutra. Abaixo seguem as contribuições de cada multipolo, considerando
vs = vt = 26.0 como parâmetros de acomplamento. A comparação é feita
com os trabalhos realizados por H. Dapo e N. Paar [42], que desenvolveram
um modelo capaz de reproduzir as seções de espalhamento de neutrinos via
corrente neutra, utilizando uma QRPA relativ́ıstica (RQRPA), e M. Cheoun
utilizando QRPA [41] com Bonn pontetial como interação residual.

• vs = vt = 26.0

Figura 11: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 26.0
para os estados Jπ = 0±, 1±. Os resultados obtidos pelo QRAP, Dapo [42] e
Cheoun [41] estão dispostos em vermelho, azul e preto respectivamente.
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Figura 12: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 26.0
para os estados Jπ = 2±, 3±. Em vermelho estão os resultados obtidos pelo
código QRAP e em azul são os resultados obtidos pelo Dapo [42].

Considerando que o trabalho realizado por Dapo é relativ́ıstico e com outra
interação residual, era esperado algumas diferenças, uma vez que o método
utilizado para obter as energias de part́ıcula simples (s.p.e) e seus valores
são diferentes, mas o comportamento qualitativo geral da seção de espalha-
mento deve ser o mesmo. O nosso modelo apresenta um bom acordo com os
resultados obitdos por Dapo e Cheoun, uma vez que as seções de espalha-
mento estão bem próximas, com excessão do estado 0+. Um bom parâmetro
para análise deste estado é o valor experimental do primeiro estado excitado
(0+

1 ), que possui energia 7.65 MeV, com isso os resultados obtidos por nosso
modelo está em bom acordo, uma vez que conseguimos descrever excitações
para o estado 0+

1 em energias próximas de 10 MeV. Os resultados obtidos
por Dapo só reproduz excitações para este estado a partir dos 40 MeV, o que
está muito longe do valor experimental. Abaixo está representado o esquema
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de ńıveis para o estado fundamental e os primeiros estados excitados em 12C
obtidos em [92].

Figura 13: Esquemas de ńıveis para os primeiros estados excitados em 12C.
Em vermelho estão dispostos a probabilidade de decaimento e a vida-média,
respectivamente, em preto estão os estados e suas energias [92].

Para o estado 0− algumas diferenças são observadas, mostrando que a es-
colha do modelo para descrever a estrutura do núcleo bem como a interação
residual é totalmente relevante. O estado 1+ carrega a maior contribuição
para a seção de choque total, logo uma boa descrição deste estado acarreta
em uma boa descrição da seção de espalhamento, e como visto a cima, os
resultados estão de acordo com os outros modelos na literatura. Para os
demais estados as seções de espalhamento são muito semelhantes com os ou-
tros modelos, isso mostra que o método escolhido para descrever a estrutura
nuclear é muito mais relevante nos estados mais baixos.
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A seção de choque total é obtida somando as contribuições de cada mul-
tipolo em cada uma das energias selecionadas, os resultados são mostrados
abaixo.

Figura 14: Seção de choque total da reação ν+12C para os parâmetros vs =
vt = 26.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita). Os resultados
obtidos pelo QRAP, Dapo [42] e Cheoun [41] estão dispostos em vermelho,
azul e preto respectivamente.

É notório que até 50 MeV as seções de espalhamento são semelhantes,
principalmente os dois modelos que utilizam QRPA. Após 50 MeV as seções
apresentam divergências, mostrando que a forma de descrever a estrutura
nuclear passa a ser mais relevante após esse valor. Estas divergências também
podem estar relacionadas ao espaço de configurações empregado em cada
modelo para descrever a reação. Foi mostrado que em reações neutrino-núcleo
com troca de carga os espaços de configurações utilizados tem uma relação
proporcional a seção de choque total obtida [33] (Figura 15). O mesmo ocorre
em reações sem troca de carga, uma vez que a forma de descrever a interção
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fraca é semelhante. Neste trabalho utilizou-se um espaço de configurações
contendo 6 part́ıculas simples.

Figura 15: Seção de choque inclusiva σe−(Eν) da reação 12C(νe, e
−)12N (em

unidades de 10−39cm2) para diferentes s.p.e S2, S3 e S6, comparados com
diferentes modelos [33].

Com o objetivo de estudar a contruibuição de cada multipolo em uma
energia fixa e verificar influência das constantes de acoplamento vs e vt,
calculou-se a seção de choque para uma energia de 21.63 MeV com diferentes
parâmetros de acoplamento. A figura abaixo mostra que, dentre os multipo-
los o que mais contribui para a seção de choque total é aquela do multipolo
Jπ = 1+, o que está de acordo com as previsões teóricas. Observa-se também
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que as contribuições dos multipolos 0±, 1− e 2− diminuem a medida em que
vs e vt aumentam, acentuando ainda mais a contribuição do multipolo 1+ a
seção de choque total.

Figura 16: Contribuição de cada multipolo para a seção de choque utilizando
uma energia fixa Eν = 21.63 MeV.

A dominância dos estados 1+, 1− e 2− sobre os demais multipolos na seção
de choque total pode ser verificada na Figura (17). Em energias entre 0 e 30
MeV há uma competição com os outros estados, porém conforme a energia
aumenta esta competição deixa de existir. A dominância destes estados em
12C está de acordo com os estudos realizados por E. Kolbe and K. Langanke
em [97].
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Figura 17: Seção de choque total da reação ν+12 C→ ν ′+12 C∗ (vermelho) e
as seções de choque por estado excitado, e em escala logaŕıtimica (esquerda)
e linear (direita).

Do ponto de vista experimental, somente alguns dados foram mensurados
nas últimas décadas. E todos eles para a primeira etapa citada acima, a
formação do núcleo composto. No momento, o único dado experimental
dispońıvel na literatura para a reação ν+12 C→ ν ′+12 C∗ é a seção de choque
do primeiro estado excitado 1+ (1+

1 ) em uma energia fixa de 15.11 MeV. Esta
medida foi realizada pelo KARMEN Collaboration [91], o que constitui a
primeira medição experimental de uma excitação nuclear via corrente neutra.
Nesse experimento três tipos de neutrinos são produzidos: neutrino-muônico
monoenergético (νµ) com energia Eµ = 29.8 MeV, oriundo do decaimento
do ṕıon positivo (π+) em repouso; neutrino eletrônico (νe) e antineutrino-
muônico ν̄µ oriundo do decaimento do múon com energias de até 52.8 MeV.
A seção medida leva em conta dois fluxos, de νe e ν̄µ. Utiliza-se o fluxo de
Michel para descrever o espectro de neutrinos oriundos deste decaimento.
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f(Eνe) =
96E2

νe

m4
µ

(mµ − 2Eνe), (134)

f(Eν̄µ) =
32E2

ν̄µ

m4
µ

(
3

2
mµ − 2Eν̄µ

)
, (135)

onde Eν é a energia do neutrino, mµ é a massa do múon.

A seção de choque média obtida a partir destes dois fluxos é dado por

〈σν〉 =

∫
dEνσν(Eν)f(Eν)∫

dEνf(Eν)
, (136)

onde σν(Eν) é a seção de choque em função da energia do neutrino.

O valor experimental obtido pela KARMEN collaboration para esta seção
de choque é

<σNC(νe + ν̄µ)>exp = [10.8± 1.3(stat.)± 1.2(syst.)]× 10−42cm2. (137)

Com o objetivo de reproduzir o resultado experimental em (137), calculou-
se as seguintes seções de espalhamento para o estado 1+:

νe +12 C→ ν ′e +12 C∗, (138)

e
ν̄µ +12 C→ ν̄ ′µ +12 C∗. (139)

Os resultados obtidos estão dispostos na Figura (18). Como pode ser visto
a seção ν̄µ+12C é menor do que νe+

12C. Este resultado está de acordo com
as recentes medições realizadas MINERνA [17] para reações via CC, indi-
cando que as seções de espalhamento de neutrinos são maiores do que seus
antineutrinos correspondentes em altas energias.
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Figura 18: Seção de choque para o estado 1+ das reações (138) e (139), para
νe (vermelho) e ν̄µ (azul).

A ńıvel de estrutura nuclear a diferenciação entre neutrino e antineutrino
é feita através das traças leptônicas, modificando o sinal de S1 na eq. (117).
Assim para neutrino têm-se

L±1 = 1− q0q
′
0

Eν′Eν
+

(
q0

Eν
− q′0
Eν′

)
S1.

e para antineutrino

L±1 = 1− q0q
′
0

Eν′Eν
−
(
q0

Eν
− q′0
Eν′

)
S1.

Integrando cada uma destas seções da Figura (18) sobre o fluxo de Michel
(134) e (135), e utilizando a eq.(136), obtêm-se os resultados das reações
12C(νe, ν

′
e)

12C∗ e 12C(ν̄µ, ν̄µ
′) 12C∗. O resultado experimental dispońıvel é

para a soma destas duas seções, os resultados obtidos pelo modelo QRAP
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está disposto na quinta linha da Tabela (17). Utilizou-se a seguinte notação
ν → νe + νµ.

12C(νe, ν
′
e)

12C∗ 12C(ν̄µ, ν̄ ′µ) 12C∗ 12C(ν, ν ′) 12C∗

Shell model [95] 9.8

EPT [96] 9.2

CRPA [94] 4.6 5.9 10.5

QRAP 5.1 6.2 11.3

Experimental [91] 11.2± 1.3± 1.2

Tabela 17: Resultados obtidos para a seção de choque (136) oriunda dos
fluxos de νe (134) e ν̄µ (135) por diferentes modelos teóricos. Na última
coluna está o único resultado experimental dispońıvel na literatura para a
reação ν +12 C→ ν ′ +12 C∗.

Como visto na Tabela (17), o modelo QRAP consegue descrever com ex-
celente precisão o resultado experimental obtido pela KARMEM collabora-
tion. Esse resultado obtido é de grande importância para validação do nosso
modelo. Quando comparado com outros modelos, que utilizam diferentes
cálculos de estrutura nuclear como Shell model, CRPA e Elementary Parti-
cle Theory, nosso modelo apresenta resultados equivalentes.

Com isto, é posśıvel concluir que a QRPA é um método muito eficiente para
descrever reações via corrente neutra, uma vez que considera de forma consis-
tente as interações multi-part́ıculas e multi-buracos. É importante salientar
que para comparações mais precisas uma quantidade maior de resultados
experimentais para as reações via corrente neutra são imprescind́ıveis.

Para estudar a contribuição de cada um dos estados excitados 1+ obti-
dos, calculou-se a seção de choque normalizada para cada um destes estados,
utilizando o fluxo de Michel. A Figura (19) mostra a seção de choque norma-
lizada da reação (138) para cada um dos 10 estados, as maiores contribuições
estão nos estados 1+

5 , 1+
4 e 1+

1 . No Apêndice C estão dispostas as Tabelas
(20) e (21) com todas as seções integradas, bem como os valores dos fluxos
utilizados para neutrino elétrônico e antineutrino muônico.
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Figura 19: Seção de choque (136) por estado excitado usando o fluxos de νe
(134) em função da energia de excitação.

As maiores contribuições para o estado 1+ estão em energias cima de 15
MeV, como mostra a Figura (19), o que está em linha com o resultado ex-
perimental. Uma outra aplicação importante dos modelos microscópicos que
reproduzem as reações neutrino-núcleo é a descrição das seções de espalha-
mento de neutrinos no ambiente estelar, que é de extrema relevância para
a construção de novos detectores e que pode prover melhores informações
sobre os fenômenos que ocorrem no universo. Esta descrição é feita utili-
zando um fluxo de neutrinos de supernova, que é descrito por uma distri-
buição de Fermi-Dirac, há calculos dispońıveis para este fluxo na literatura,
como [97,98].

f(Eν) =
1

T 3

E2
ν

exp[(Eν/T )− α] + 1
.
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Outros fatores relevantes são: (i) escolha das diferentes energias de part́ıculas
simples dispońıveis na literatura para cada estado a serem empregadas na des-
crição nuclear, uma vez que em baixas energias (intervalo de 10 − 25 MeV)
existem diferenças e, (ii) a dimensão do espaço de configurações gerado pelo
número de s.p.e. usadas no cálculo. Na Tabela (18) são mostrados dois
espaços de configurações, s1 e s2 , contendo 6 diferentes s.p.e. As diferenças
ficam evidentes na Figura (20), que mostra a seção de choque total conjunto
de s.p.e.

configuração estados nêutron próton

s1

1s1/2 -20.09 -18.19
1p3/2 -6.02 -3.17
1p1/2 -0.29 2.79
1d5/2 3.07 1.82
2s1/2 3.85 6.06
1d3/2 7.18 9.36

s2

1s1/2 -23.32 -21.39
1p3/2 -7.60 -4.79
1p1/2 -1.87 1.17
1d5/2 1.82 4.48
2s1/2 2.35 4.54
1d3/2 5.91 8.08

Tabela 18: Energias de part́ıculas simpless.p.e para 12C utilizando dois con-
juntos diferentes, ambos com 6 ńıveis.
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Figura 20: Comparação das seções de espalhamento utilizando utilizando
dois conjuntos de s.p.e diferentes, s1 e s2.

5.3 Seção de espalhamento neutrino-40Ar

Reações νe+
40Ar são extremamente importantes do ponto de vista as-

trof́ısico, elas são usadas para detectar neutrinos solares emitidos pelo 8B no
ambiente solar, cuja detecção é feita utilizando Argônio ĺıquido como alvo.
Atualmente está em funcionamento o detector Liquid Argon Time Projection
Chamber (LArTPC) que obtém as seções de espalhamento νe+

40Ar via cor-
rente carregada. Infelizmente ainda não há dados experimentais para reações
sem troca de carga. Nesta seção calculou-se a seção de choque total e a con-
tribuição por mutipolo, visando uma comparação direta com alguns modelos
presentes na literatura. Nossos resultados mostram um bom acordo com es-
tes modelos, principalmente a seção de choque total no intervalo de 0 − 50
MeV.
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Figura 21: Seção de espalhamento ν+40Ar para os parâmetros vs = 27.0 e
vt = 26.0 para os estados Jπ = 0±, 1±. Os resultados obtidos pelo QRAP,
Dapo [42], Cheoun [46] e V. Dessel [93] estão dispostos em vermelho, azul,
preto e verde respectivamente.
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Figura 22: Seção de espalhamento ν+40Ar para os parâmetros vs = 27.0 e
vt = 26.0 para os estados Jπ = 2±, 3±. Os resultados obtidos pelo QRAP,
Dapo [42], Cheoun [46] e V. Dessel [93] estão dispostos em vermelho, azul,
preto e verde respectivamente.

Neste cálculo acrescentamos a comparação com os resultados obtidos por
V. Dessel [93] (em verde), onde é utilizado um Hatree-Fock + Continuum
Random Phase Approximation (HF+CRPA) para descrever a estrutura nu-
clear. Em uma descrição deste tipo é utilizado um espaço cont́ınuo de s.p.e.
Esse pode ser um dos motivos pelo qual a nossa seção de choque está abaixo,
principalmente quando consideramos isoladamente as contribuições dos mul-
tipolos 2± e 3±.

Os nossos resultados apresentam uma certa equivalência quando compa-
rados com o modelo RQRPA em todos os estados, com exceção dos estados
0±. Uma vez que o modelo RQRPA não descreve excitações abaixo de 30
MeV, o que está em desacordo com as medidas experimentais para os estados
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excitados do 40Ar, onde o primeiro estado excitado 0+ possui energia 2.12
MeV, de acordo com [92]. Para estes estados também comparou-se com o
modelo do M. Cheoun [46] que utiliza QRPA e como visto, este modelo está
de acordo com os nossos cálculos no intervalo de 10− 30 MeV. Esses fatores
indicam que os nossos resultados neste intervalo de energia apresentam uma
confiança maior do que o modelo RQRPA.

Levando em consideração a contribuição de todos os multipolos de 0± a
6± e somando a seção de choque para cada energia separadamente, obtêm-se
a seção de choque total. Abaixo é mostrado a seção de choque total em
duas diferentes escalas para evidênciar as divergências entre os modelos nos
intervalos de 0− 40 e 40− 100 MeV.

Figura 23: Seção de choque total da reação ν+40Ar para os parâmetros
vs = 27.0 e vt = 26.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita). Os
resultados obtidos pelo QRAP, Dapo [42], Cheoun [46] e V.Dessel [93] estão
dispostos em vermelho, azul, preto e verde respectivamente..
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Apartir da comparação da seção de choque total com os outros modelos,
é notório que no intervalo de 0 a 50 MeV diferentes modelos de estrutura
nuclear descrevem seções de espalhamento muito semelhantes. Mas a partir
de 50 MeV divergências acentuadas são notáveis, isso mostra que a escolha de
como descrever a estrutura nuclear a partir deste valor é ainda mais relevante.

Com objetivo de verificar se há dominância das transições de Gamow-Teller
em energias próximas de 20 MeV, assim como em 12C, calculou-se a seção
de choque para cada multipolo em uma energia fixa de 21.2 MeV, utilizando
diferentes parâmetros de interação.

Figura 24: Contribuição de cada multipolo para a seção de choque utili-
zando uma energia fixa Eν = 21.6 MeV, utilizando diferentes parâmetros de
interação.

Assim como para 12C os parâmetros vs e vt tem um papel fundamental
em distribuir a contribuição de cada multipolo nesta energia. Pela Figura
(24) é posśıvel notar que a medida em que os parâmetros são aumentados, a
dominância do estado 1+ se torna mais acentuada, diminuindo a contribuição
dos outros estados, o mesmo que acontece para 12C.
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A Figura (25) identifica quais multipolos são mais relevantes para a seção
de choque total em todo intervalo de energia utilizado. É posśıvel notar
em escala logaŕıtimica que no intervalo de 0 a 40 MeV, 1+ é o multipolo
dominante e a medida que a energia aumenta, os multipolos 1− e 2− dividem
as maiores contribuições juntamente com o 1+. Assim pode-se afirmar que,
para energias mais baixas a seção de choque é dominada por transições GT
e para energias maiores, as transições de dipolo tornam-se mais relevantes.

Figura 25: Seção de choque total da reação ν+40 Ar→ ν ′+40 Ar∗ (vermelho)
e as seções de choque por estado excitado; em escala logaŕıtimica (esquerda)
e linear (direita). Foram plotados apenas os multipolos que mais contribuem
para a seção de choque total, com objetivo de ter uma melhor visualização,
uma vez que obteve-se multipolos até Jπ = 6±.

5.4 Seção de espalhamento neutrino-56Fe

Estudar a fundo reação νe+
56Fe é muito importante do ponto de vista

astrof́ısico, uma vez que este núcleo é fundamental para o entendimento da
dinâmica do colapso de supernova e śıntese de núcleos pesados. Na literatura
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existe somente dados experimentais para esta reação via corrente carregada,
isso torna os modelos teóricos ainda mais necessários para o entendimento
da reação via corrente neutra. Nesta seção calculou-se as seções de espalha-
mento para 56Fe e comparou-se os resultados com o modelo de RQRPA. Os
resultados demonstram certa equivalência, pricipalmente os multipolos que
mais contribuem para a seção de choque total, são eles 1+, 1− e 2−, como
mostra a Figura (30).

Figura 26: Seção de espalhamento ν+56Fe para os parâmetros vs = 27 e
vt = 64.0 para os estados Jπ = 0±, 1±. Os resultados obtidos pelo QRAP e
RQRPA [42] estão dispostos em vermelho e azul respectivamente.
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Figura 27: Seção de espalhamento ν+56Fe para os parâmetros vs = 27 e
vt = 64.0 para os estados Jπ = 2±, 3±. Os resultados obtidos pelo QRAP e
RQRPA [42] estão dispostos em vermelho e azul respectivamente.

Os estados 2± e 3± também demonstram estar em pleno acordo com o
modelo RQRPA, mostrando que nestes estados as contribuições da QRPA
e RQRPA para seção de choque são bem semelhantes. Os estados 0± apre-
sentam divergências em baixas energias, é razoável pensar que deva haver
excitações em energias próximas a 10 MeV, uma vez que o primeiro estado
excitado 0+ para 56Fe possui valor experimental de energia igual 2.94 MeV.

Somando as contribuições de cada multipolo em suas respectivas ener-
gias, obtêm-se a seção de choque total, como é mostrado na Figura (28). O
resultado obtido está em excelente acordo com o modelo em comparação,
principalmente no intervalo de 0 a 70 MeV, onde as seções de espalhamento
são muito semelhantes. Após este intervalo as diferenças entre os dois mo-
delos tornam-se viśıveis, evidênciando a relevância do método a ser utilizado
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para a descrição da estrutura do núcleo. Para este cálculo utilizou-se como
constantes de acoplamento vs = 27.0 e vt = 64, devido estes demonstrarem
ser bons parâmetros para cálculos com corrente carregada [33].

Figura 28: Seção de choque total da reação ν+56Fe para os parâmetros vs =
27 e vt = 64.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita). Os
resultados obtidos pelo QRAP e RQRPA [42] estão dispostos em vermelho e
azul respectivamente.

A Figura (30) mostra as contribuições dos multipolos de ordem até Jπ =
4±, para o cálculo da seção de choque total utilizou-se as contribuições até
Jπ = 8±. Porém, as contribuições relevantes encontram-se somente até a
quarta ordem, por esse motivo só estes multipolos são mostrados. Como
ocorreu para 12C e 40Ar as transições GT e de dipolo dominam a seção de
choque para 56Fe, fornecendo as maiores contribuições em todo intervalo de
energia.
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Figura 29: Seção de choque total da reação ν+56Fe→ ν ′+56Fe∗ (vermelho) e
as seções de choque por estado excitado, e em escala logaŕıtimica (esquerda)
e linear (direita). Foram plotados apenas os multipolos que mais contribuem
para a seção de choque total, com objetivo de ter uma melhor visualização,
uma vez que obteve-se multipolos até Jπ = 8±.

A Figura (30) mostra a comparação entre todas as seções de espalhamento
dos núcleos estudados, para neutrino e antineutrino. Os núcleos mais pe-
sados possuem as maiores seções, como era de se esperar, uma vez que o
espalhamento é maior. Em baixas energias (até ≈ 30 ) MeV as seções de es-
palhamento possuem resultados semelhantes, mostrando que nesse intervalo
a energia do neutrino incidente é mais relevante do que a massa do núcleo.
A medida em que a energia aumenta, as seções de espalhamento dos núcleos
mais pesados crescem mais quando comparado com os núcleos mais leves.
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Figura 30: Comparação entre as seções de espalhamento ν(ν̄) em 12C (ver-
melho), 40Ar (verde) e 56Fe (azul). As linhas sólidas represetam as seções de
neutrinos e a pontilhada de antineutrinos.
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6 Conclusão

Neste trabalho implementou-se uma importante atualização ao código QRAP,
a interação neutrino-núcleo via corrente neutra. Um novo procedimento auto-
consistente baseado na implementação sistemática da Quase Random Phase
Approximation é introduzido. Os resultados obtidos para QRPA de carga
conservada demonstram estar em excelente acordo com o trabalho realizado
por Suhonen [61] para a descrição das transições eletromagnéticas, bem como
os elementos de matriz nucleares perturbados. Pode-se afirmar a partir des-
tes resultados que o nosso modelo consegue descrever a estrutura nuclear de
forma consistente, quando comparado com outros modelos mais sofisticados
como a RQRPA.

Modelou-se as seções de espalhamento neutrino-núcleo via corrente neutra
realizando importantes modificações na parte da interação fraca já progra-
mada, como a conservação de energia e as traças leptônicas. A função de
Fermi também foi modificada uma vez que as reações via corrente neutra
não conduzem excitações a núcleos vizinhos. Os resultados para as seções de
espalhamento em 12C estão dentro do que são obtidos com outros modelos.
Quando comparados com o dado experimental dispońıvel para o primeiro
estado excitado 1+, o modelo QRAP é o que apresenta a melhor descrição.

Estudos recentes realizado por A. Samana e F. Krmpotic demonstraram
que a QRPA usual é obsoleta para descrever as seções de espalhamento de
neutrinos em 12C, uma vez que apresenta o inconveniente de não obter um
estado fundamental coletivo. Um tratamento adequado seria utilizando uma
QRPA projetada (PQRPA), o que quebraria a degenerescência existente.
Temos como meta implementar a PQRPA num futuro próximo.

Tendo em vista que a modelagem do espalhamento neutrino-núcleo via
corrente neutra produz dados importantes para simulações de evolução de
supernova e avanços na F́ısica de detectores, principalmente de neutrinos
ejetados em processos estelares. Calculou-se as seções de espalhamento para
40Ar e 56Fe, os resultados também mostram bom acordo com os outros mode-
los comparados, como ainda não há dados experimentais para estas reações,
outros modelos teóricos tornam-se a única fonte de comparação. É de se
destacar as comparações das seções de choque por multipolo realizadas e sua
proximidade com o que é obtido com outros modelos mais sofisticados e com
interaçes mais reaĺısticas.
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Estes resultados nos leva a concluir que a QRPA de carga conservada e
as seções de espalhamento neutrino-núcleo descritas pelo nosso modelo são
confiáveis, fornecendo uma base sólida para estudos posteriores deste tipo
interação.

6.1 Trabalhos futuros

Este trabalho abre grandes possibilidades de novos estudos com reações
neutrino-núcleo via corrente neutra, tendo em vista a grande aplicabilidade
destas reações. Sendo assim, os próximos passos são:

• Obter uma única versão do código que descreva reações via CC e NC
para publicação.

• Implementar uma QRPA projetada (PQRPA) para quebrar a degene-
rescência na descrição dos primeiros estados excitados em 12C, bem
como em outros núcleos leves.

• Estudar a reação νe +16O, tendo em vista a comparação com outros
modelos na literatura.

• Realizar um estudo aprofundado em 40Ar e 56Fe utilizando a distri-
buição de Fermi-Dirac, tendo em vista a relevância destes núcleos no
ambiente estelar.

• Estender os cálculos para outros núcleos de interesse astrof́ısico, como
96Mo, 116Cd,136Xe, e 208Pb, bem como seus respectivos isótopos.

• Estudar as seções de espalhamento com isótopos de Xe, essa reação
tornou-se fundamental devido ao recente uso de Xenônio ĺıquido em
detectores que procuram por matéria escura e decaimento duplo beta
(0νββ).
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A Elementos de matriz nuclear de part́ıcula

simples

Os operadores de matriz auxiliares definidos na eq.(107), podem ser escri-
tos de forma expĺıcita, onde MV

MJ é

〈
p,

(
lp

1

2

)
, jp

∣∣∣∣|jJ(κr)YJ(r̂)|
∣∣∣∣n,(ln1

2

)
, jn

〉
=

1√
4π
WJ0(pn)R0

J(pn;κ),

(140)
WJ0 é a parte angular

WJ0(pn) = (−1)jp−jn Ĵjpĵn

(
jp jn J
1
2
−1

2
0

)
, (141)

e R0
J a parte radial

R0
J(pn;κ) =

∫ ∞
0

unp,lp(r)unn,ln(r)jJ(κr)r2dr. (142)

O elemento MA
J pode ser escrito como〈

p,

(
lp

1

2

)
, jp

∣∣∣∣|jJ(κr)YJ(r̂)(σ · ∇)|
∣∣∣∣n,(ln1

2

)
, jn

〉
=

1√
4π

[W
(−)
J (pn)R

(−)
J (pn;κ)

+W
(+)
J (pn)R

(+)
J (pn;κ)]

(143)

onde temos o produto escalar do spin pela velocidade do núcleon. A parte
angular é

W
(±)
J (pn) = ±(−1)ln+jn+J+1/2

√
6Ĵ l̂pĵpĵn

(
ln +

1

2
∓ 1

2

)1/2

× (lpJ |ln ∓ 1)

{
1 1

2
1
2

jn ln ln ∓ 1

}
,

(144)

e a radial.

R
(±)
J (pn;κ) =

∫ ∞
0

unp,jp(r)

(
d

dr
± 2jn + 1± 1

2r

)
× unn,ln(r)jL(κr)r2dr

(145)
O elemento MA

MJ é dado por〈
p,

(
lp

1

2

)
, jp

∣∣∣∣|jL(κr)[YL(r̂)⊗ σ]J |
∣∣∣∣n,(ln1

2

)
, jn

〉
=

(−1)L+1+J

√
4π

WLJ(pn)R0
L(pn;κ),

(146)
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onde sua parte angular é representada por

WLJ(pn) = (−1)lp
√

6ĵpĵnl̂pl̂nL̂Ĵ ×
(
lp L ln
0 0 0

)
1
2

lp jp
1
2

ln jn
1 L J

 (147)

e a parte radial R0
J é representada pela eq.(142). O elemento MV

MJ pode ser
escrito como〈
p,

(
lp

1

2

)
, jp

∣∣∣∣|jL(κr)[YL(r̂)⊗∇]J |
∣∣∣∣n,(ln1

2

)
, jn

〉
=

(−1)1+J+L

√
4π

[W
(−)
LJ (pn)R

(−)
L (pn;κ)

+W
(+)
LJ (pn)R

(+)
L (pn;κ)],

(148)

onde sua parte angular e radial são, respectivamente, equações (144) e (145).

Abaixo é apresentado alguns valores numéricos para os operadores auxilia-
res usando QRPA (sem troca de carga) e com pnQRPA, variando a projeção.

NME Projeção QRPA pnQRPA

〈a||jJ(κr)YJ(r̂)||b〉 0.013 -0.057

〈a||jJ(κr)YJ(r̂)(σ · ∇)||b〉 0.000 0.000

〈a||jL(κr)[YL(r̂)⊗ σ]J ||b〉 -1 0.155 0.007

0 0.000 0.000

1 0.000 0.000

〈a||jL(κr)[YL(r̂)⊗∇]J ||b〉 -1 0.000 0.000

0 4.1× 10−5 -0.003

1 4.0× 10−4 2.9× 10−4

Tabela 19: Elementos de matrizes auxiliares calculados para o núcleo de
24Mg, usando QRPA e pnQRPA.
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B Seção de espalhamento ν+12C com diferen-

tes PH parâmetrizações

Nesta seção calculou-se as seções de espalhamento ν +12 C → ν ′ +12 C∗

com diferentes parâmetros de acoplamento vs e vt. Dentre os resultados
obtidos o que demonstrou maior concordância com outros modelos e com o
dado experimental dispońıvel foi o conjunto vs = vt = 26.0. É notório que
a escolha destes parâmetros é extremamente relevante para uma descrição
coerente da seção de choque, as Figuras a seguir mostram como estas seções
se deslocam com a variação destes parâmetros.

• vs = vt = 0.0

Figura 31: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 0.0
para os estados Jπ = 0±, 1±. Em vermelho estão os resultados obtidos pelo
código QRAP e em azul são os resultados obtidos pelo RQRPA [42].
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Figura 32: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 0.0
para os estados Jπ = 2±, 3±. Em vermelho estão os resultados obtidos pelo
código QRAP e em azul são os resultados obtidos pela RQRPA [42].
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Figura 33: Seção de choque total da reação ν +12C para os parâmetros vs =
vt = 0.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita). Os resultados
obtidos pelo QRAP estão disposto em vermelho e os obitdos na RQRPA [42]
em azul.
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• vs = vt = 5.0

Figura 34: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 5.0
para os estados Jπ = 0±, 1±. Em vermelho estão os resultados obtidos pelo
código QRAP e em azul são os resultados obtidos pela RQRPA [42].

100



Figura 35: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = vt = 5.0
para os estados Jπ = 2±, 3±. Em vermelho está os resultados obtidos pelo
código QRAP e em azul são os resultados obtidos pela RQRPA [42].
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Figura 36: Seção de choque total da reação ν+12C para os parâmetros vs =
vt = 5.0, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita). Os resultados
obtidos pelo QRAP estão disposto em vermelho e os obitdos por Dapo [42]
em azul.
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• vs = 26.0, vt = 43.3

Figura 37: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = 26.0, vt =
43.3 para os estados Jπ = 0±, 1±. Em vermelho estão os resultados obtidos
pelo código QRAP e em azul são os resultados obtidos pelo RQRPA [42].
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Figura 38: Seção de espalhamento ν+12C para os parâmetros vs = 26.0, vt =
43.3 para os estados Jπ = 2±, 3±. Em vermelho estão os resultados obtidos
pelo código QRAP e em azul são os resultados obtidos pelo RQRPA [42].
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Figura 39: Seção de choque total da reação ν+12C para os parâmetros
vs = 26.0, vt = 43.3, em escala logaŕıtimica (esquerda) e linear (direita).Os
resultados obtidos pelo QRAP, RQRPA [42] e QRPA [41] estão dispostos em
vermelho, azul e preto respectivamente.
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C Seção ν+12C com o fluxo de Michel

Abaixo segue os valores obtidos para a seção de choque calculada através
do fluxo de Michel para as reações com νe (138) e ν̄µ (139). A seção de choque
σ está ajustada a um polinômio de grau 6.

Energia 〈σν〉 f(E) σ

4.4300 0.00000E+00 0.14616E-02 0.00000E+00

5.7736 -0.41031E-04 0.24138E-02 -0.16999E-01

7.1172 0.39114E-03 0.35633E-02 0.10977E+00

8.4608 0.83255E-03 0.48877E-02 0.17034E+00

9.8044 0.11559E-02 0.63647E-02 0.18161E+00

11.1481 0.12688E-02 0.79718E-02 0.15917E+00

12.4917 0.11362E-02 0.96867E-02 0.11730E+00

13.8353 0.79341E-03 0.11487E-01 0.69070E-01

15.1789 0.35200E-03 0.13350E-01 0.26367E-01

16.5225 -0.86640E-06 0.15254E-01 -0.56798E-04

17.8661 -0.90366E-05 0.17176E-01 -0.52611E-03

19.2097 0.64159E-03 0.19094E-01 0.33601E-01

20.5533 0.23081E-02 0.20986E-01 0.10998E+00

21.8969 0.53723E-02 0.22828E-01 0.23534E+00

23.2406 0.10221E-01 0.24599E-01 0.41549E+00

24.5842 0.17222E-01 0.26277E-01 0.65542E+00

25.9278 0.26705E-01 0.27838E-01 0.95930E+00

27.2714 0.38933E-01 0.29261E-01 0.13305E+01

28.6150 0.54082E-01 0.30523E-01 0.17718E+01

29.9586 0.72217E-01 0.31602E-01 0.22852E+01

31.3022 0.93270E-01 0.32475E-01 0.28720E+01

32.6458 0.11702E+00 0.33121E-01 0.35331E+01

33.9894 0.14306E+00 0.33515E-01 0.42686E+01
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35.3331 0.17082E+00 0.33637E-01 0.50783E+01

36.6767 0.19949E+00 0.33464E-01 0.59614E+01

38.0203 0.22806E+00 0.32973E-01 0.69166E+01

39.3639 0.25529E+00 0.32143E-01 0.79424E+01

40.7075 0.27968E+00 0.30950E-01 0.90367E+01

42.0511 0.29951E+00 0.29372E-01 0.10197E+02

43.3947 0.31280E+00 0.27387E-01 0.11421E+02

44.7383 0.31730E+00 0.24973E-01 0.12706E+02

46.0819 0.31055E+00 0.22107E-01 0.14048E+02

47.4256 0.28982E+00 0.18766E-01 0.15444E+02

48.7692 0.25216E+00 0.14929E-01 0.16890E+02

50.1128 0.19437E+00 0.10573E-01 0.18383E+02

51.4564 0.11306E+00 0.56757E-02 0.19919E+02

52.8000 0.46084E-02 0.21440E-03 0.21494E+02∑
5.1358

Tabela 20: Resultados obtidos para seção de choque νe+
12C obtida da con-

volução com o fluxo de Michel, na primeira coluna está a energia do neutrino,
na segunda a seção de choque média, seguido do fluxo e da seção de choque
total.

107



Energia 〈σν〉 f(E) σ

4.4300 0.00000E+00 0.75310E-03 0.00000E+00

5.7736 -0.16125E-02 0.12562E-02 -0.12836E+01

7.1172 -0.15520E-02 0.18741E-02 -0.82812E+00

8.4608 -0.12875E-02 0.25991E-02 -0.49535E+00

9.8044 -0.89594E-03 0.34239E-02 -0.26167E+00

11.1481 -0.45842E-03 0.43411E-02 -0.10560E+00

12.4917 -0.41063E-04 0.53430E-02 -0.76853E-02

13.8353 0.31875E-03 0.64224E-02 0.49631E-01

15.1789 0.62156E-03 0.75717E-02 0.82090E-01

16.5225 0.91108E-03 0.87834E-02 0.10373E+00

17.8661 0.12761E-02 0.10050E-01 0.12697E+00

19.2097 0.18493E-02 0.11364E-01 0.16272E+00

20.5533 0.28041E-02 0.12719E-01 0.22047E+00

21.8969 0.43498E-02 0.14106E-01 0.30837E+00

23.2406 0.67241E-02 0.15518E-01 0.43332E+00

24.5842 0.10186E-01 0.16947E-01 0.60105E+00

25.9278 0.15008E-01 0.18387E-01 0.81623E+00

27.2714 0.21466E-01 0.19830E-01 0.10825E+01

28.6150 0.29831E-01 0.21268E-01 0.14026E+01

29.9586 0.40361E-01 0.22694E-01 0.17785E+01

31.3022 0.53289E-01 0.24100E-01 0.22111E+01

32.6458 0.68821E-01 0.25480E-01 0.27010E+01

33.9894 0.87121E-01 0.26824E-01 0.32479E+01

35.3331 0.10831E+00 0.28127E-01 0.38509E+01

36.6767 0.13247E+00 0.29380E-01 0.45087E+01

38.0203 0.15959E+00 0.30576E-01 0.52195E+01

39.3639 0.18965E+00 0.31708E-01 0.59812E+01
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40.7075 0.22253E+00 0.32768E-01 0.67912E+01

42.0511 0.25806E+00 0.33749E-01 0.76466E+01

43.3947 0.29600E+00 0.34643E-01 0.85444E+01

44.7383 0.33604E+00 0.35442E-01 0.94813E+01

46.0819 0.37781E+00 0.36140E-01 0.10454E+02

47.4256 0.42087E+00 0.36729E-01 0.11459E+02

48.7692 0.46472E+00 0.37201E-01 0.12492E+02

50.1128 0.50880E+00 0.37549E-01 0.13550E+02

51.4564 0.55250E+00 0.37765E-01 0.14630E+02

52.8000 0.59515E+00 0.37843E-01 0.15727E+02∑
6.2616

c

Tabela 21: Resultados obtidos para seção de choque ν̄µ+12C convolução com
o fluxo de Michel. Na primeira coluna está a energia do antineutrino, na
segunda a seção de choque média, seguido do fluxo e da seção de choque
total.
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