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EARLY ALGEBRA: PRELUDIO DA ALGEBRA POR ESTUDANTES DO
3° E 5° ANOS DO ENSINO FUNDAMENTAL

RESUMO

Este estudo teve por objetivo comparar as competéncias e 0s esquemas de acdo que 0s
estudantes dos 3° e 5° anos do Ensino Fundamental utilizam ao lidarem com situagdes-problema
envolvendo os conceitos da Algebra elementar e, ainda, identificar os niveis de raciocinio
algébrico usados por eles para resolver tais situacdes. Para tanto, analisamos 0s esquemas de
acao destes estudantes nas vertentes algébricas da sequéncia, da equacao e da funcéo. O estudo
teve como proposta responder as seguintes questes: (a)Quais as competéncias que 0s
estudantes de 3° e 5° anos do Ensino Fundamental apresentam ao lidar com problemas da
Algebra elementar? (b) Quais 0s esquemas que os estudantes dos 3° e 5° anos do Ensino
Fundamental apresentam ao lidar com problemas da algebra elementar? e (c) Quais 0s niveis
de raciocinio algébrico que estudantes dos 3° e 5° anos do Ensino Fundamental apresentam ao
lidar com problemas da algebra elementar? Para isto optamos por fazer uma pesquisa de base
descritiva com uma abordagem diagndstica. Para dar apoio a tal estudo, buscamos, como aporte
tedrico, a teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1996) e as ideias de Carraher,
Schiliemann e Brizuela (2006); Blanton (2007); Brizuela e Schliemann (2007); Magina et al
(2008) e Kieran et al (2016) no que tange a Early Algebra. Esta pesquisa aconteceu numa
escola da rede publica, municipal, de uma cidade do sudoeste do Estado da Bahia com149
estudantes (69 do 3° ano e 80 do 5° ano). Estes estudantes responderam a um instrumento
diagnostico (teste) composto por dez situacdes-problemas, perfazendo um total de quatorze
itens. Embora a aplicagéo tenha sido de forma coletiva, sua resolucédo se deu de forma individual
e escrita. Os estudantes foram bastante estimulados pela pesquisadora a registrarem seus
procedimentos e respostas a todos os itens do instrumento, o que nos permitiu identificar seus
esquemas de acdo a partir das estratégias registradas. Estes esquemas foram apresentados seja
por meio de uma representacdo iconica e/ou numérica. Os resultados indicaram que tanto o0s
estudantes do 3°%ano quanto os do 5° ano apresentaram competéncias semelhantes em relacao as
vertentes da sequéncia e da equacdo. Estas eram de natureza intuitiva/dedutiva, mobilizadas na
direcdo de responder as situacdes-problema a partir de conhecimentos de dominios
aritméticos. Quanto a vertente da funcéo, os estudantes do 5° ano apresentaram um raciocinio
mais proximo do raciocinio funcional que os estudantes do 3%no. Associando estas
competéncias aos comportamentos observados nas estratégias, pudemos identificar os niveis de
raciocinio algébrico dos estudantes pesquisados. Posto isto, encontramos que os estudantes do
3% ano e os do 5° ano apresentaram-se no mesmo nivel de raciocinio algébrico em relacéo as
vertentes da sequéncia e da equacdo. No tocante a vertente da sequéncia eles foram
categorizados no nivel de raciocinio algébrico de segunda ordem (N2). Ja na vertente da
equacao, eles estavam no nivel de raciocinio algébrico de primeira ordem (N1). Entretanto, no
que concerne a vertente da funcdo conseguimos classificar apenas os estudantes do 5° ano. Estes
se encontravam no nivel de segunda ordem (N2). Os resultados encontrados no estudo
sinalizaram que os estudantes do 3° ano, assim como os do 5° ano do Ensino Fundamental,
apresentaram-se habilitados para serem introduzidos nos conceitos algébricos elementares. Tal
concluséo baseia-se no fato deles terem apresentado competéncias, esquemas de acdo e, muitas
vezes, um raciocinio algébrico apropriado as situacdes- problema investigadas envolvendo a
Algebra elementar.



Palavras-chaves: Anos iniciais. Early Algebra. Diagndstico. Sequéncia.Equacgéo. Funcao.
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EARLY ALGEBRA: ALGEBRA PRELUDE BY STUDENTS OF THE THIRD AND
FIFTH YEARS OF FUNDAMENTAL EDUCATION

ABSTRACT

The purpose of this study was to compare the competences and action schemes that
elementary and middle school students use in dealing with problem situations involving the
concepts of elementary algebra and to identify their levels of algebraic reasoning used to solve
such situations. For this, we analyze the schemes of action of these students in the algebraic
slopes of the sequence, the equation and the function. The purpose of the study was to answer
the following questions: (a)What are the competences that elementary and junior high school
students have in dealing with elementary algebra problems? (b)What are the schemes that
elementary and junior high school students have in dealing with problems in elementary
algebra? and (c) What levels of algebraic reasoning do elementary and junior high school
students have in dealing with problems in elementary algebra? For this we chose to do a
descriptive research with a diagnostic approach. To support this study, we seek, as a theoretical
contribution, Vergnaud's Theory of Conceptual Fields (1996) and the ideas of Carraher,
Schiliemann and Brizuela (2006); Blanton (2007); Brizuela and Schliemann (2007); Magina et
al (2008) and Kieran et al (2016) regarding Early Algebra. This research was carried out in a
public school in a city in the southwestern part of the State of Bahia with 149 students (69 in
the 3rd year and 80 in the 5th year). These students responded to a diagnostic tool (test)
composed of ten problem situations, making a total of fourteen items. Although the application
was collective, it was solved individually and in writing. The students were strongly encouraged
by the researcher to record their procedures and responses to all items of the instrument, which
allowed us to identify their action plans from the strategies recorded. These schemes were
presented either by means of an iconic and / or numerical representation. he results indicated
that both students in the 3rd year and those in the 5th year presented similar skills in relation to
the sequences of the sequence and the equation. These were intuitive / deductive in nature,
mobilized in the direction of responding to problem situations from knowledge of arithmetic
domains. As regards the aspect of the function, the students of the fifth year presented a
reasoning closer to the functional reasoning than the students of the third year. By associating
these competences with the behaviors observed in the strategies, we were able to identify the
levels of algebraic reasoning of the students studied. In this way, we find that the students of
the 3rd year and the students of the 5th year presented the same level of algebraic reasoning in
relation to the slopes of the sequence and the equation. Regarding the slope of the sequence
they were categorized in the level of second order algebraic reasoning (N2). Already on the
slope of the equation, they were at the level of first order algebraic reasoning (N1). However,
as far as the function strand is concerned, we were able to classify only 5th year students. These
were at the second-order level (N2). The results found in the study indicated that the students
of the 3rd year, as well as those of the 5th year of elementary school, were able to be introduced
to elementary algebraic concepts. This conclusion is based on the fact that they have presented
competences, action schemes and, often, an algebraic reasoning appropriate to the problem
situations investigated involving elementary algebra.

Keywords: Early years. Early algebra. Diagnosis. Sequence. Equation. Function
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INTRODUCAO

Neste estudo apresentaremos as inquietagdes que nos levaram a esta pesquisa e 0S
estudos que fizemos na tentativa de responder as indagac¢des iniciais e outras que surgiram no
decorrer do caminho. Para direcionamento e fundamentacéo tedrica da pesquisa apresentaremos
as discussoes de autores (brasileiros e internacionais) que, em seus estudos, apresentam uma
relacdo epistemoldgica coerente com a nossa proposta investigativa.

A Algebra presente nos conceitos abordados, em nossas salas de aula, passou ao longo
dos anos por diversas fases evolutivas até chegar ao formato atual. Dos assirios aos egipcios;
de Euclides a Viéte; da linguagem corrente a linguagem simbolica; da resolugéo e generalizagdo
de férmulas de equacdes até o uso de ferramentas do calculo infinitesimal de Leibniz e Newton.

Durante muito tempo, a forma de expressar as ideias e o pensamento algébrico foram
condicionados a um conjunto sistematico de simbolos, regras arbitrarias e pragmaticas
(FIORENTINI, 1993) que se tornaram enfadonhas e mecanicas. As concepcdes algébricas que
permeavam nos manuais didaticos davam conta de uma Algebra como um processo de métodos
e técnicas sistematizadas e, por outro lado, como linguagem especifica que expressava ideias e
estruturas matematicas. Temos em seu desenvolvimento historico trés estagios evolutivos:
Algebra retérica, sincopada e simbdlica (BOYER, 2010). A passagem desses estagios
proporcionou discussdes importantes entre 0s matematicos de cada periodo, contribuindo para
idealizagio de estruturas algébricas que assentaram a Algebra como uma ciéncia aplicavel a

varios campos do conhecimento cientifico.

[...] o desenvolvimento do conhecimento ndo se efectua (sic) gracas a acumulagdo
continua de novos conhecimentos (com a rejeicdo concomitante de conceitos e
hipoteses que se revelaram infrutuosos ou falsos), pelo contrario, ele efectua-se (sic)
por etapas que representam niveis caracteristicos, de tal modo que em cada etapa
existe uma reorganizacdo dos conhecimentos previamente adquiridos (PIAGET;
GARNICA, 1987, p. 137).
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Esses estagios foram essenciais para reorganizacdo da sintese sistémica e a construcao
dos conceitos algébricos durante séculos. Entretanto, com a evolucéo e a sistematizacdo dos
conhecimentos cientificos, a conjuntura da Algebra precisou (e ainda precisa) ser revista para
satisfazer as necessidades de mudancas que o contexto atual exige. Pesquisadores exibem um
consenso mundial quanto a necessidade de se repensar a educacédo algébrica para o século XXI
(LINS e GIMENEZ, 2001). Para um ensino voltado para a construcdo de significados para
Algebra, numa perspectiva de uma continuidade aritmética. Uma busca por uma Algebra
adequada as novas formas de pensar e raciocinar das criancas, jovens e adultos que encontram
nas estruturas algébricas modelos matematicos capazes de representar ideias, padrdes e relagdes
pertinentes as mais variadas situagdes sociais.

O que se observa, atualmente, no panorama educacional é uma tendéncia na
reelaboraco do ensino da Algebra escolar que permita a correlacio entre os conceitos
algébricos e aritméticos desde os primeiros anos da Educacao Basica até o nivel superior. Que
contemple os mais variados tipos de formacgdo do pensamento algébrico, nos diversos anos e
contextos escolares. Essa nova maneira de compreender a educacdo algébrica implicara
mudancas metodoldgicas, comportamentais e curriculares. Numa quebra do paradigma
institucionalizado pela histdria, por ideias, muitas vezes, equivocadas e na unicidade da forma
algebrizada que essa foi condicionada ao longo de sua trajetoria.

Preocupados com essa perspectiva de mudancas no modelo da Algebra, pesquisadores,
especialistas, educadores e também os Orgdos educacionais (nacionais e internacionais)
discutem e elaboram propostas para que se possa antecipar o ensino da Algebra para os anos
iniciais do Ensino Fundamental. Como uma das formas de minimizar os efeitos do estudo
tedrico-abstrato que interfere no desempenho escolar nos anos finais, desenham uma proposta
pedagogica capaz de elevar a Algebra ao patamar de sua historia, relacéo e aplicabilidade.

Rememorando minha historia de mae e professora de Matematica da Educacao Baésica,
tinha atribui¢cdes que ocupavam uma parte considerdvel do meu dia. Esse era dividido entre as
aulas, planejamentos pedagdgicos, a criacdo e a instrucao dos filhos, além das obrigacdes do
lar. Meus filhos: Diogo, Matheus e Giovanna nesta ordem, ocupavam parte importante da minha
rotina. Com a dupla tarefa de ser mée e professora, destinava minhas tardes em sentar com eles
e ajuda-los nas tarefas de casa enquanto fazia meus planejamentos didaticos.

Certa tarde, estavamos nos, os quatro, sentados a mesa da sala. As criancas nas tarefas,
e eu corrigindo provas. Diogo e Matheus no lado oposto da mesa e a cagula Giovanna proxima
a mim envolta entre papéis, lapis e canetinhas coloridas. Diogo resolvia um sistema de equacgao

do 1° grau, Matheus expressdes numéricas e a pequena Giovanna coloria uma gravura que
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trouxera da escola. Enquanto Diogo ia resolvendo o sistema de equagéo eu o interrogava sobre
0s dados que estava encontrando. Minha intencéo era que ele pudesse compreender, abstrair e
construir significados sobre os esquemas utilizados na sua resolucao. Todos concentrados, cada
qual em sua tarefa, quando Diogo falou: “— mée, se eu tenho que y € igual a X mais um e eu
achei que x é igual a 3, entdo y é[...]”

Ele nem teve tempo de responder quando a pequena Giovanna do alto de sua sabedoria
de 6 anos, respondeu: “— Eu sei, eu sei. Deixa que respondo.”

E, euforicamente, ela falou: “— Y ¢ quatro.” (Todos riram)

— Como vocé sabe disto Giovanna? (Questionou Matheus)

—Vocé viu a resposta Diogo?

— Sabendo né, Matheus. N&o vi resposta de ninguém. Foi uma coisa aqui da minha
cabeca. (Respondeu Giovanna)

— Entdo explica. E se ndo for 4? Desafiou Diogo.

— Naéo sei explicar, so sei que sei. E é 4. (Argumentou Giovanna)

— Esta certo, ndo € mae?

Esse fato me intrigou muito. Como ela havia chegado aquela resposta de forma téo
rapida? Como uma crianca tdo nova pode ter este tipo de raciocinio algébrico? Interessante é
que apesar de ter apresentado um raciocinio matematico, Giovanna ndo conseguia explicé-lo.
Que tipo de esquema ela mobilizou para alcancar a resposta? Qual o significado que a incégnita
(x e y) teve para ela? Sabemos que existe o conhecimento espontaneo?, que ele faz parte das
experiéncias e da capacidade criativa das criancas e que pode emergir intuitivamente, ou seja,
0 conhecimento contribui no raciocinio, de maneira dedutiva, para que se possa construir
relacGes matematicas, entre elas as algébricas.

Mas como se forma esse tipo de raciocinio? De quais experiéncias a crianga precisa para
forméa-lo? Sera que uma crianca ainda tdo nova (6 anos) ja seria capaz de apresentar vestigios
de raciocinio algébrico? Até onde ela seria capaz de solucionar problemas? De quais esquemas
cognitivos ela lancou mao para resolver o problema? E, por fim, se o curriculo escolar
possibilitasse que as criancas dos anos iniciais do Ensino Fundamental (entre 6 e 10 anos de
idade) tivessem acesso as nogoes algebricas, como elas reagiriam cognitivamente?

Foram inquietacGes como essas que passaram a povoar, desde entdo, minha mente, néo
apenas como mae, mas principalmente como profissional da &rea de Educagdo. Assim, esse fato
permaneceu em minha cabeca até quando entrei no Programa de Pds-Graduagdo em Educacédo
Matematica (PPGEM), da Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC/BA) e minha

WWYGOTSKY, L. Pensamento e Linguagem. Séo Paulo: M Fontes, 1991.
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orientadora, Sandra Magina, falou-me sobre seu interesse em pesquisas na area da Early
Algebra e nas possibilidades de se investigar o pensamento e o raciocinio algébrico de
estudantes dos anos inicias do Ensino Fundamental. Contou-me que se encontrava envolvida
num projeto sobre o raciocinio algébrico no Ensino Fundamental. Disse-me que teve um
orientando que defendera recentemente uma dissertacdo sobre o raciocinio funcional de
criangas do 5° ano do Ensino Fundamental, a partir de uma intervencgdo pedagogica.

Percebi que ali se encontrava a chance de me engajar em um projeto que possibilitara
entender como as “Giovannas” (ndo s6 de 6 anos, mas de 7, 8, 9 ou 10 anos), que nunca
estudaram Algebra, lidam com a resolucdo de problemas algébricos. Uma oportunidade de
responder aos questionamentos que ha tempos fizera sobre o episddio ocorrido.

JUSTIFICATIVA

Sabemos que esta preocupacdo referente a formacéo e a apropriacdo do pensamento
algébrico das criancas nos anos iniciais do Ensino Fundamental se apresentam como foco de
discussdo na comunidade académica muito recente (em torno de 20 anos). Essas pesquisas
procuram entender qual o tipo, como o aporte metodoldgico contribui e quando deve ser o
momento ideal para introducdo do pensamento algébrico no curriculo de Matematica para o
Ensino Fundamental. Isto tem provocado momentos de reflex&o sobre as formas metodoldgicas
e conceituais para o ensino e aprendizagem das primeiras ideias ou estruturas algébricas no
contexto escolar. Nesse grupo de discussdes podemos citar as pesquisas de Kaput (1984); Booth
(1984, 1995); Da Rocha Falcdo (1993, 2003); Fiorentini, Miorim e Miguel (1992, 1993);
Blanton (1998); Carraher e Schliemann (1995, 2007, 2016); Carraher, Schliemann e Brizuela
(2000, 2001, 2003); Vale et al (2006); Magina (2008 a, 2008b); Kieran (2016), entre outros.

Esses especialistas propdem a introducdo das noc¢des algébricas no curriculo escolar
desde os primeiros anos iniciais do Ensino Fundamental. Ndo como um estudo dos conceitos
da Algebra elementar formal, mas como um leque de possibilidades de correlacionar os
dominios da aritmética com os da Algebra.

Pesquisadores como Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) chamam a atengdo para
repensarmos o estudo da educacéo algébrica e suas contribui¢es pedagogicas no curriculo para
0s anos iniciais. Ressaltando que existe uma relacdo de natureza dialética entre 0 pensamento
algébrico e a linguagem simbolico-formal e ndo uma subordinagdo como muitos insinuam.

Schliemann et al (2007) discutem a possibilidade e defendem a ideia de que se forem

dadas as criangas condigdes e atividades coerentes ao seu desenvolvimento cognitivo (Ensino
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Fundamental), essas serdo capazes de raciocinar e utilizar as ferramentas de representacéo
algébrica (ndo-formal) na resolucéo de situagdes problemas.

Nessa direcdo, Yamanaka e Magina (2008) corroboram com as ideias do NCTM (2000)
que os estudantes dos anos iniciais podem construir conceitos e representaces matematicas,
além das notacGes algéebricas usuais se lhes forem propiciadas situacdes adequadas.

Segundo Vergnaud (1996), a relevancia da Algebra ndo como um (nico conceito
primario de estudo, mas como um campo conceitual em que uma ideia algébrica necessita de
varias situacdes para se formar. O mesmo lembra que as criangas apresentam conhecimentos
intuitivos sobre espacgo, quantidades, relagdes de ordem e caracteristicas que fazem parte do
campo conceitual da Algebra. Essas nogBes podem ser a raiz do conhecimento matematico,
enguanto uma tarefa racional mediada por interacdes dentro e fora da escola. Ressalta, também,
que esse saber se desenvolve a partir de situacfes diversas em que as criangas fazem uso de
conhecimentos anteriores e tentam adaptéa-lo a uma nova situacdo na formacéo de um conceito.

Por fim, merece destaque os estudos realizados pelo grupo de trabalho intitulado Early
Algebra (EA, 2006). Suas contribuicdes alavancaram reflexdes e validaram propostas sobre
qual, como e quando os conceitos algébricos devem ser introduzidos no estudo da Algebra para
0s anos iniciais do Ensino Fundamental. Devido a grande importancia desse grupo para nosso
estudo, retomaremos suas ideias em capitulo posterior.

No Brasil, conforme os Parametros Curriculares Nacionais — PCNSs para 0s anos iniciais
(1996, 1997, 1998) abordam, em seu aporte curricular, sobre a Algebra como um complemento
do eixo dos nimeros e operacdes, mas sem mencdo (direta) ao processo de formacgdo do
pensamento algébrico. Entretanto, um dos primeiros registros do pensamento algébrico surgiu
no documento “Elementos Conceituais ¢ Metodologicos para definicdo dos direitos de
aprendizagem e desenvolvimento do ciclo de alfabetizacdo (1° 2° e 3° anos) do Ensino
Fundamental” (BRASIL, 2012). Em que, destaca a compreensao do comportamento de padrdes
(numérico ou figural), o estabelecimento de critérios para classificar, ordenar e agrupar objetos
de diferentes atributos, contribui para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Atualmente, a elaboragéo de uma Base Nacional Comum Curricular —- BNCC (BRASIL,
2017)? que tenta preencher a lacuna algébrica deixada pelas diretrizes educacionais atuais.
Muito se discute sobre essa base representar um avango Ou retrocesso para O Sistema

educacional brasileiro (ndo entraremos no mérito dessa discussdo). O que podemos ressaltar é

2Esta base foi elaborada pelo Sistema Nacional de Educacdo (SNE) e recentemente publicada e homologada, como
documento oficial. Sua proposta esta disponivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/>. Acesso em: 20
agosto 2016.
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que a BNCC tera forca de Lei® e trard em suas diretrizes a introdugio do pensamento algébrico
no eixo norteador do estudo da Algebra de componente curricular a partir do 1° ano do Ensino
Fundamental. Sugere que a partir da identificacdo de atributos, regras de formacédo de
sequéncias (diversas), reconhecimento de padrdes e relacbes matematicas, num processo de
generalizacdo, abstracdo e representagdes teremos evidéncias provaveis da formacdo do
pensamento algébrico nos estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Esse é um dos
argumentos das diretrizes do Plano Nacional de Educacdo (PNE) para justificar e validar a
abordagem da Algebra e, consequentemente, do pensamento algébrico desde os anos iniciais,
do Ensino Fundamental, e, portanto, ajustar/melhorar a Educagéo Baésica.

Podemos observar que ndo somos 0s Unicos a questionar os conhecimentos algébricos
destinados a Educacdo Basica e que ndo estamos isolados na busca por uma compreensao do
pensamento e/ou dos elementos caracterizadores do raciocinio algébrico das criangas no
contexto escolar desde seus primeiros anos de escolarizagéo. Nossa inquietagdo vai ao encontro
das ideias de especialistas do mundo em rela¢do aos conceitos algébricos, como contribuir para
a sua formacdo e quando os estudantes se encontram cognitivamente preparados para sua

assimilacao.

OBJETIVO E QUESTOES DE PESQUISA

A partir das ideias discutidas acima, tracamos 0s objetivos gerais para que posamos
explicitar a nossa investigacdo baseada no questionamento proposto, procurando respondé-lo
através de embasamentos tedricos: comparar as competéncias e 0s esquemas de acdo que 0s
estudantes do 3° e 5° anos do ensino fundamental utilizam ao lidarem com situagdes-problema,
envolvendo os conceitos da algebra elementar e, ainda, identificar seus niveis de raciocinio
algébrico usados para resolver tais situacoes.

Através desses objetivos, construimos trés questfes de pesquisa, cujas respostas e
resultados gerados nos possibilitardo compreender a relevancia de inserir os conceitos da
Algebra elementar nas séries iniciais. S0 elas:

e Quais as competéncias que os estudantes de 3° e 5° anos do Ensino Fundamental

apresentam ao lidar com problemas da Algebra elementar?

3Professor Marcelo Camara, Capes DEB (palestra no PPGEM, 20/03/2017) sobre a formag&o de professores face
a BNCC (BRASIL,2017).
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e Quais 0s esquemas que os estudantes do 3° e 5° anos do Ensino Fundamental
apresentam ao lidar com problemas da Algebra elementar?

e Quais os niveis de raciocinio algébrico que estudantes do 3° e 5° anos do Ensino
Fundamental apresentam ao lidar com problemas da Algebra elementar?

Para atingir os objetivos propostos e gerar dados necessarios para responder as nossas

questdes de pesquisa, tragcamos uma trajetoria investigativa que apresentaremos a seguir.

BREVE RELATO DA TRAJETORIA DA DISSERTACAO

O capitulo | discute sobre a Algebra, sob dois pontos de vista: 0 da matematica e o da
escola. No gue tange ao primeiro ponto de vista, buscaremos em Lintz (1999); Eves (2004);
Katz (2006); Boyer (2010); Piaget; Garcia (2011); Sousa (2014); Ribeiro (2015) e outros, como
subsidios tedricos para discutir o surgimento (parcial) da Algebra como um ramo da matematica
e sua posic¢do atualmente no contexto escolar, uma vez que é ofertada como contetdo curricular
a partir do 7° ano do Ensino Fundamental. Numa proposta tradicional pedagdgica e organizada
num conjunto de regras baseadas em principios de resolucdo de equacdo (e variacGes) e as
nogdes basicas de funcdo, seguindo as propostas e diretrizes curriculares da educacéo brasileira
para a Educacédo Bésica.

Além disso, uma analise das diretrizes curriculares dos PCNs (1996, 1997, 1998).
Ainda, os Elementos Conceituais e Metodoldgicos para defini¢do dos direitos de aprendizagem
e desenvolvimento do ciclo de alfabetizagdo (1°, 2° e 3° anos), do Ensino Fundamental,
(BRASIL, 2012), e da BNCC (BRASIL,2017) para a educacao algébrica e as implicacdes
pedagdgicas propostas para a introducdo das nogdes da Algebra ja nos anos iniciais do Ensino
Fundamental.

E importante esclarecer que a Algebra referida neste estudo é a denominada Algebra
elementar, que envolve 0s conceitos matematicos ensinados nos anos finais do Ensino
Fundamental e no Ensino Médio. No Ensino Fundamental, essa compreende: a equagdo e a
inequacdo, a incognita, a introducdo do conceito de variavel, a funcdo afim, e outros; ja no
Ensino Médio, temos o aprofundamento da funcdo afim e seu comportamento analitico, as
outras demais funcdes reais, da matriz, do sistema linear e a consolidagdo do conceito de
variavel etc.

No capitulo Il, a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1996), a relagdo dessa
para 0 Campo Conceitual Algébrico. Discutiremos a importancia da observacdo dos aspectos

conceituais dos esquemas na analise cognitiva dos estudantes mediante as situacbes com 0s
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quais os estudantes do 3° e 5° anos do Ensino Fundamental se apropriam para resolucéo de
situacOes-problema que trazem ideias subjacentes da Algebra elementar. Na sequéncia,
traremos o grupo intitulado Early Algebra e os estudos correlatos que tém sido desenvolvidos.
Apresentaremos algumas discussdes de autores como Blanton; Carraher; Brizuela (2006);
Canavarro (2007); Ponte (2006); Falcdo (2003); Lins; Gimenez (2001), entre outros de
relevancia para a compreensao e analise de nosso estudo. A discussdo fomentada neste estudo
correlato norteard, subsidiara e referendard uma fundamentagédo tedrica-epistemologica dos
argumentos apresentados como necessarios a investigacdo e a validacdo dos resultados
encontrados. Esses estudos também foram essenciais na elaboracdo do instrumento
investigativo, suas situacdes-problema e na compreensdo e andlise dos dados gerados nos
protocolos de pesquisa.

No capitulo 11, apresentacdo dos procedimentos metodoldgicos que fundamentaram
nossa pesquisa e a justificativa pela nossa opg¢do tedrico-metodoldgica. Apontaremos o
universo, dentro dele delimitaremos nossa populacdo e amostra, bem como o desenho do
experimento. Dentro desse Ultimo, o capitulo 111, apresentaremos a miude o instrumento
diagnostico, a partir do qual obteremos através dos dados da pesquisa.

No capitulo 1V, a analise dos resultados coletados durante a pesquisa de acordo com 0s
enfoques tedrico-metodolégicos elencados. Todo o processo de analise (quantitativa e
qualitativa) dos testes sera feita nesse capitulo, bem como a descricdo dos procedimentos
tomados em cada etapa para a coleta, obtencdo e andlise dos resultados.

Por fim, as consideragdes finais, quando apresentaremos os principais resultados de
nossa pesquisa que respondam as nossas questdes inicialmente formuladas e apontaremos
possiveis questionamentos que ainda necessitam de investigagdo como provaveis pesquisas

futuras.



24

CAPITULO |

A ALGEBRA SOB DOIS PONTOS DE VISTA:
DA MATEMATICA E DA ESCOLA

Nesse capitulo discutiremos a importancia do desenvolvimento epistemolédgico do
conhecimento algébrico como parte essencial do saber matematico. Nesse ponto de vista,
apresentaremos a Algebra como um conhecimento culturalmente desenvolvido, ao longo dos
tempos, seus estagios evolutivos e concepcdes pedagdgicas. Na sequéncia, traremos o contexto
escolar para dentro da discusséo, sob o enfoque das propostas nacionais (PCN e BNCC), e

finalizaremos o capitulo com um paralelo entre o raciocinio aritmético e o raciocinio algébrico.

1.1 A Algebra como uma das vertentes da Matematica

1.1.1 Aspectos historicos da Algebra

Os conhecimentos cientificos, a cultura, a linguagem, os métodos de ensino, de
aprendizagem e tantos outros elementos que fazem parte do nosso contexto evoluem e se
adaptam com o passar dos tempos. Essas mudancas Sdo necessarias para que esses saberes
possam se adequar aos hovos modos de vida. Situagdes que no passado pareciam ficticias; hoje,
é parte de nossa realidade. A facilidade do acesso a um conhecimento (novo ou antigo) via
internet, a rapidez da comunicacgéo, 0s avancos tecnoldgicos e as mudangas comportamentais e
ideologicas, dentre outros, vdo sendo absorvidos e difundidos por geracdes. Essas
transformacoes se tornaram tdo comuns que, as vezes, temos a impressdo que sempre existiram,
uma vez que as acolhemos sem questionamentos, absorvemos e as utilizamos naturalmente.

No que tange a matematica, em especial a Algebra percebemos que essas mudangas s&o
resultado de um longo processo cumulativo de geracGes, uma acomodacdo de saberes

intelectuais que foram desenvolvidas e difundidas em conjunto com a histéria da humanidade.
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Atualmente, as formas como fazemos Algebra se difere das formas algébricas de nossos
antepassados e, provavelmente, ndo serdo as mesmas do futuro.

Entender essas variacdes possibilitam compreender como os saltos epistemoldgicos da
Algebra foram acomodados ao longo de seu desenvolvimento e qual a importancia desses nos
rumos dos curriculos escolares atuais. Conceitos que levaram seculos para se desenvolver séo
apresentados, atualmente, aos estudantes com uma linearidade absoluta, acarretando obstaculos
epistemoldgicos ao ensino e aprendizagem. Podemos citar, por exemplo, a introducdo do
conjunto dos numeros inteiros a partir de uma ampliacdo do campo aditivo dos nimeros naturais
(situacOes de perda e ganho, débito e crédito). De acordo com os registros histdricos, o
desenvolvimento do conjunto dos nimeros inteiros levou séculos para se concretizar (BOYER,
2010). Entretanto, as diretrizes curriculares de Matematica sugerem que esse conjunto seja
abordado a partir do 7° ano, do Ensino Fundamental (PCNs, 1998; BRASIL, 2017). Essa forma
de abordagem fica restrita a um ndmero incipiente de horas/aula ndo reverenciando seu
processo de construcdo historica. Ndo valoriza passos necessarios para sua compreensao e
acomodacdo conceitual. Todavia essa abordagem nédo é exclusiva dos conjuntos inteiros (ou
outros conjuntos) da aritmética ou da geometria. Temos no ensino e na aprendizagem da
Algebra outros episodios semelhantes.

Os primeiros conceitos algébricos que os estudantes tém acesso no Ensino Fundamental
sdo abordados em situacdes em que as letras devem substituir valores desconhecidos em
expressdes algébricas (valor numérico) e evoluem a partir dessa premissa para uma no¢ao de
incdgnita. Nessa perspectiva 0s conceitos basicos devem ser incorporados a partir de uma base
que aborda a Algebra como um célculo com letras (LINS; GIMENEZ, 2001). Essa forma de
ensino, muitas vezes, fundamenta-se em conjunto de regras mecanicas e se transformam em
entraves pedagdgicos na construcdo dos conceitos algébricos elementares. Se esse modelo
tende a se transformar em ideias equivocadas, por outro lado, se tivermos um ambiente propicio
a compreensdo, ao desenvolvimento dos conceitos algébricos de forma significativa,
poderemos criar um ambiente para se (re)pensar a educacgdo algébrica, seus conceitos, suas
estruturas formativas e seu papel nos curriculos (ver PIAGET; GARCIA, 1987; FIORENTINI,
MIORIN; MIGUEL,1992 e 1993; USISKIN, 1995; BOOTH, 1995; KAPUT, 1999; LINS;
GIMENEZ, 2001; VALE et al, 2006; BLANTON et al, 2007; PONTE; BRANCO; MATOS,
2009; CARRAHER et al, no prelo; KIERAN, 1992, 2016).

Para que se construa as nogoes algébricas, precisamos entender sua evolugdo e como
ocorreram as mudangas, 0s movimentos e as fases que possibilitaram o elaborado sistema

algébrico que habita nossas salas de aula. Comeg¢amos por um dos mais importantes legados da
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matematica que exerceu e ainda exerce influéncias na area, o trabalho de Euclides intitulado Os
Elementos, 13 volumes, subdividido em proposi¢Ges contendo geometria, teoria dos nimeros e
a Algebra Elementar (geométrica). Nesse trabalho encontramos algumas raizes algébricas, em
situacdes que entendemos (hoje) como sendo os primérdios da Algebra moderna (EVES, 2004;
KATZ, 2006). Em casos de mensuracdo pratica, a aritmética e a geometria se relacionavam
implicitamente com a Algebra, dando seus primeiros passos no elaborado sistema que compde
as estruturas de dominio algebrico (PIAGET; GARCIA, 1987). Por conveniéncia, podemos
dizer que ali se desenvolvia o cerne da “Algebra ndo no sentido simbélico moderno, mas uma
equivalente roupagem geométrica” (BOYER, 2010, p. 72).

A Algebra simbolica, como a conhecemos hoje, se camufla em equivalentes
geométricas, como, por exemplo, no livro 1l, de Os Elementos, na proposicao I1-1, que nos diz
que:

Se sdo dadas duas retas uma, e uma é cortada em um namero qualquer de segmentos,
o retangulo contido pelas duas retas é igual aos retangulos contidos pela reta ndo
cortada e cada um dos segmentos.

A P R B
D Q s ¢
Figura 7.5

Este teorema diz que: AD (AP + PR +RB) = AD.PR + AD.PR + AD.RB, ndo ¢ nada
mais que um enunciado geométrico de uma das leis fundamentais da aritmética,
conhecida hoje como a lei distributiva: a (b + ¢ + d) = ab + ac + ad (BOYER, 2010,
p. 80).

Em outros exemplares de Os Elementos (V e VII), ha situacdes geométricas que
justificam as leis comutativa e associativa da multiplicacdo. Para Euclides, as grandezas eram
representadas por segmentos de reta, sendo consideradas, por muitos estudiosos, a primeira
Algebra, uma vez que apresentavam objetivos similares as da Algebra simbdlica (KATZ, 2006).

Reportando aos estagios historicos de desenvolvimento da Algebra, podemos mencionar
dois conjuntos fundamentais para a constru¢cdo e desenvolvimento dos conhecimentos
algébricos. No primeiro, 0s estagios quanto a sua estrutura de representacdo (BOYER, 2010);
e no segundo (KATZ, 2006) quanto a aplicacdo dos conceitos algebricos.
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Quadro 1 — Estagios do desenvolvimento da Algebra

Todas as informagdes eram escritas em palavras.
Retdrico Os argumentos algebricos utilizados na
resolucdo de problemas eram escritos em prosa
pura sem abreviacdes ou em uma simbologia

especifica.
Estrutura de Sincopado Adota-se algumas simplificagdes. Fase marcada
representagao pela utilizacdo de abreviagGes e também pelo
uso de letras para representar uma incognita.
Simbdlico Formac&o de uma notacdo algébrica em que as

ideias foram sintetizadas e passaram a ser
representadas apenas por simbolos.
Geomeétrico A maioria dos conceitos da Algebra é resolvido
e descrito de forma geomeétrica.

Resolucdo de | O objetivo centrava-se em encontrar valores

equagcoes numericos que deveriam satisfazer
) questionamentos diversos, em sua maioria,
Conceitos pragmaticos.
algébricos | Funcéo dinamica | Apresenta as ideias subjacentes da funcgéo
dindmica.
Abstrato A estrutura matematica desempenhava um papel

central com foco nos conhecimentos tedricos.

Fonte: Elaborado pelas autoras (2016-2017).

Esses dois conjuntos de estagios de desenvolvimento da Algebra ndo sdo totalmente
disjuntos. Eles estdo imbricados e se sobrepdem, estabelecendo uma conexdo de implicacdes
pedagdgicas importantes para seu ensino e aprendizagem. Para Katz (2006), o estagio
geométrico pode certamente se localizar no periodo retorico e ter um dos seus atores Euclides
(PIAGET; GARCIA, 1987). N&o se pode separar a geometria da resolucéo de equacdes e vice-
versa, 0 mesmo vale para as estruturas da funcdo dindmica e do processo de abstracéo.

Esses estagios foram importantes para o desenvolvimento das estruturas e principios
gue regem as manipulacdes algébricas, a apropriacdo conceitual, a generalizacdo e os métodos
de resolucGes algébricas que transitam por nossas salas de aula ainda hoje. Eles possibilitaram
uma representacao légica e concatenada dos fatos matematicos que convivem nas relagdes e

generalizac@es do raciocinio algébrico.

Adotar o simbolismo matematico e suas aplicacBes auxiliava na estruturacdo do
pensamento. [...] O uso do simbolismo pretendia mais do que simplesmente sintetizar
a escrita, pretendia facilitar o uso do pensamento. A algebrizagdo pelas letras (SOUSA
PANOSSIAN; CEDRO, 2014, p. 114).
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O processo construido a partir do simbolismo matematico além de facilitar a escrita, a
organizacdo, a abstracdo e a sistematizacéo do raciocinio algébrico possibilitou a sistematizacéo
de outros sistemas que se amparam nos recursos algébricos. Podemos citar, por exemplo, a area
das tecnologias e dos sistemas de identificacdo (codigos algébricos, utilizacdo dos nimeros
primos).

Um periodo importante para o desenvolvimento da Algebra foi o Renascimento
europeu’ (século XV). Considerado um momento marcante para a construcio dos saberes
cientificos e a difusdo de ideias matematicas devido ao desenvolvimento e a comercializacao
de livros (impressdo escrita). Foi marcado pela adogdo de um simbolismo especifico que mais
tarde se tornaria a Algebra moderna (EVES, 2004). Nesse periodo, as atividades matematicas
giraram em torno da aritmética, da Algebra e da trigonometria (ROONEY, 2012). Identificamos
a elaboracdo de um sistema simbolico, a ado¢do de uma notacdo algébrica, a formalizacdo de
regras e suas aplicacbes nas estruturas de um raciocinio algébrico emergente. Essas ideias
contribuiram de forma indubitavel para a difusdo e o desenvolvimento da Algebra moderna.

Temos nesse periodo a presenca do francés Francgois Viéte® (1540-1603) como um dos
sistematizadores desse processo algébrico e suas contribuicbes relevantes para o
desenvolvimento da Algebra cléssica. Tendo por base as nocdes algébricas instigadas por seus
antecessores, Viéte reorganizou e ampliou o estudo da Algebra. Em um dos seus trabalhos
intitulado In artem, ele introduziu o uso de vogais para representar incognitas e consoantes para
representar constantes, transformando essa notacdo fator relevante para a histdria da Algebra
(EVES, 2004). Sua genialidade sistematica impulsionou o progresso das ideias algébricas,
chegando proximo das ideias modernas que, hoje, compdem o arcabouco algébrico tedrico
(BOYER, 2010).

Seu sistema de abreviagao era um estagio intermedidrio entre a explanagdo puramente
discursiva dos problemas e a explana¢do puramente simbdlica em uso hoje. [...] O
desenvolvimento do sistema de numeragdo indo-arabico e adocdo do zero, tornou-se
possivel algo que nos aproxima da Algebra moderna (ROONEY, 2012, p. 127-130).

Devido a importancia de seus trabalhos para a compreenséo, a ampliagéo e a adocao de
uma notacéo algébrica, muitos estudiosos o consideram o “pai da Algebra moderna” (PIAGET;
GARNICA, 1987; EVES, 2004; BOYER, 2010; ROONEY, 2012; SOUSA; PANOSSSIAN;
CEDRO, 2014; RIBEIRO, 2015).

“Ebulicéo das artes e dos saberes construidos socialmente (BOYER, 2010).
SConsiderado “Pai da Algebra simbdlica” ao utilizar simbolos literais para representar quantidades desconhecidas
e, também, quantidades dadas, gerando os parametros (SOUSA, 2014, p. 113).
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Ademais, Viéte foi um dos primeiros a fazer uso de uma mesma letra para representar
as varias poténcias de uma quantidade. O que, hoje, se indica x, X2, X3, ele expressava por A, A
qguadratum, A cubum e, mais tarde, abreviado para A, Ag e Ac. Usava 0s sinais + e —, mas
nenhum simbolo para a igualdade, quando fazia uso do sinal = entre duas quantidades era para
representar diferencas entre elas. Por exemplo, a expresséo: B5in A quad — C plano 2in A + A
cuba e quatur D solido arquitetada por Viéte representa atualmente a expressdo 5BA2 — 2AC+
A3 =D (EVES, 2004). As ideias geométricas de Euclides e o algebrismo de Viéete representam
um marco para a historia da Algebra e refletem no desenvolvimento dos conceitos algébricos
como conhecemos.

Para Algebra retratada em nossos contextos educacionais, Lima (2006) a subdivide em
cinco grupos: (i) universal, (ii) abstrata, (iii) elementar, (iv) computacional e (v) linear. No que
tange a Algebra Universal, essa representa a ciéncia pelo qual todas as outras formas de pensar
e fazer algébrico se baseiam. “A Algebra abstrata ou moderna prescinde dos niimeros e seus
objetos podem ser matrizes, vetores, sobre os quais se definem operacdes e propriedades”
(SOUSA, 2014, p. 117). Encontramos na Algebra Elementar alguns conceitos elementares, cujo
ensino acontece na Educacdo Basica, que se baseiam na compreensdo das estruturas aritméticas
“trata de termos numéricos, isto €, constantes 0,1,1.5, , variaveis X, Y..., € suas combinacdes
construidas com as operacdes como +, —, X, =, V etc., para formar termos como X+1,
XY (padrdo abreviado xy) , X + 3Y, e Vx”%. Ja a Algebra Computacional ou computacéo
algébrica é o nome dado a tecnologia utilizada para a manipulacdo de formulas matematicas
para computadores (comput algebra system). Podendo ser também conhecida pelo termo
computaco simbdlica, pois utiliza simbolos representando objetos matematicos. A Algebra
Linear surgiu como um estudo detalhado de sistemas de equacGes lineares (algébricas ou
diferenciais) e utiliza os conceitos e estruturas fundamentais da Matematica como vetores,
espacos Vetoriais, transformacdes lineares e outro. A Algebra linear sobre outros campos, em
particular campos finitos, € usada na teoria de codificagdo, computagdo quantica etc.

Todas essas Algebras s&o resultados de génios (nem todos reconhecidos) que tornaram
possiveis 0s progressos tecnoldgicos na area atualmente, e foram reorganizados a partir da base

do processo de sistematizacdo da Algebra Universal. Num processo de acomodagcio,

®Elementary algebra deals with numerical terms, namely constants 0, 1, 1.5, «, variables x, y..., and combinations
thereof built with operations such as +, —, x, +, v, etc. to form such terms as x+1, x x y (standardly abbreviated
xy), X + 3y, and Vx... Disponivel em: <https://plato.stanford.edu/archives/win2016/entries/algebra/>. Acesso em
11 maio 2017.
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assimilacdo, equilibracdo e abstracdo, por isso, corroboramos com Piaget e Garcia (1987, p.
137) que:
O desenvolvimento do conhecimento ndo se efectua (sic) gracas a acumulacédo
continua de novos conhecimentos (com a rejeicdo concomitante de conceitos e
hipoteses que revelaram infrutuosos ou falsos), pelo contrario, ele efectua-se (sic) por

etapas que representam niveis caracteristicos, de tal modo que em cada etapa existe
uma reorganizacdo dos conhecimentos previamente adquiridos.

Muitos desses conhecimentos apresentam evidéncias epistemoldgicas, outros nem tanto
e ainda tém aqueles que s&o sutis, imperceptiveis. Entretanto, todos fazem parte da historia da
matematica ndo somente do conhecimento algébrico, mas também aritmético e geométrico.
Porém isso € outra historia.

1.1.2 As concepgdes da Algebra

Antes de adentrarmos na configuracio da Algebra presente nas literaturas, gostariamos
de situar a nossa concepcio em relacdo & Algebra. Para molda-la, utilizaremos os aportes de
especialistas que compreendem a Algebra “como uma ferramenta e nio como objeto primario
de estudo. [...] um conjunto de afirmacdes para as quais é possivel produzir significado em
termos de numeros e operagOes aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade e
desigualdade” (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 109 e 137). Como uma linguagem das
generalizacGes, um idioma através do qual se descreve os padrdes e as relacdes entre
guantidades (USISKIN, 1995a); uma modelagem de fendmenos fisicos, focando nos conceitos
de variavel e funcdo (WHEELER, 1993); um instrumento facilitador para a compreensao,
deducéo e interpretacdo de formulas (USISKIN, 1995b); uma extensdo da aritmética, uma
compilacdo (em certo sentido), que requer um sistema simbdlico para se fundamentar
(ROJANO, 1993); como uma cultura que emprega de simbolos para expressar e manipular
generalidades numéricas (LEE, 1993) e, por fim, temos a Algebra como um campo conceitual’
(VERGNAUD, 1996).

Baseados nessas consideracdes conceituaremos a Algebra como: uma linguagem e uma
ferramenta universal. No que concerne uma linguagem, a Algebra possibilita uma transposicéo
de informacdes em linguagem natural para uma linguagem simbolico-formal matematica, por
exemplo, ao equacionar uma situacdo-problema ou escrevé-lo como uma funcéo. E no que

tange ao conceito de ferramenta, esta é adequada para modelar fenémenos fisicos, explicitar

"Esse campo sera abordado no capitulo 1.
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leis numéricas (formacdo de um sistema numeérico e suas propriedades operatorias) e fazer uma
compilacdo simbdlica e concatenada da aritmética.

Mais que um sistema simbdlico-l6gico-tedrico para resolucdo de situacbes-problema
que extrapolam os dominios da aritmética ou se mostram inviaveis (extensos e enfadonhos).
Temos, na Algebra, uma ideia matematica aplicavel a qualquer campo do conhecimento
cientifico, “uma ferramenta de trabalho a servigo de outros dominios do saber, como a fisica, a
econometria, a psicofisica” (FALCAOQ, 1993, p. 86).

Retornando para o desenvolvimento histérico da Matematica, observamos duas
percepcdes dicotdmicas para a Algebra: (1) a algebra como processo e (2) a Algebra como
linguagem. E elas se subdividem em quatro concepcdes: (a) processolégica; (b) linguistico-
estilistica; (c) linguistico-sintatica-semantica e (d) linguistico-postulacional (FIORENTINI;
MIORIM; MIGUEL, 1993).

Na concepcdo processoldgica, a Algebra é vista como um conjunto de técnicas,
procedimentos e métodos, um processo. Apresenta “técnicas algoritmicas OU Processos
iterativos” (Ibidem, p. 82) que se baseiam numa sequéncia de passos padronizados. Essa
fundamenta-se na resolucdo de uma situacao-problema, na elaboracdo de uma maneira que,
muitas vezes, independe ou utiliza-se uma linguagem estrutural algébrica. A linguagem e o
pensamento algébrico estdo dissociados, ndo exigem a existéncia de uma forma algébrica
especifica para se expressar.

Por outro angulo, na Algebra como linguagem, temos a concepcéo linguistico-estilistica
que a delibera como uma linguagem prépria capaz de expressar 0s procedimentos, os métodos
e as técnicas algoritmicas de forma autbnoma e pratica. Em outras palavras, numa linguagem
concisa, especifica para expressdo do pensamento intrinseco nas ideias algébricas de forma
gréfica e inteligivel. Visto que o processo de formacdo do pensamento algébrico somente
incidird mediante uma linguagem adequada e imbricada de nocdes algébricas.

Seguindo nessa mesma linha, a concepcéo linguistico-sintatica-semantica que prioriza
a compreensdo do significado e sua relagdo com os termos que compdem uma ideia algéebrica
(significante), estabelecendo ao nivel semantico a capacidade de expressar e efetuar

transformacoes simbolicas.

[...] a concepcdo linguistico-sintatica-semantica alca a linguagem algébrica ao
patamar de uma linguagem verdadeiramente simbdlica, impondo ao pensamento
algébrico ndo somente a necessidade da existéncia de uma linguagem, mas sim do
dominio de suas estruturas sintatico-semanticas (SOUSA; PANOSSIAN; CEDRO,
2014, p. 27).
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De forma mais compreensiva que as concepcles anteriores, a concepgao linguistico-
postulacional amplia os significados dos signos linguisticos e os simbolos algébricos e os
elegem como entidades para todos os campos da matematica. Nessa perspectiva, 0S
conhecimentos algébricos retratam uma linguagem que possibilita a compreensdo, a expressao
e a formalizagdo simbdlica de varias estruturas que permeiem os conhecimentos matematicos.
Presumimos que nessa concepcdo, a Algebra é concebida também como uma linguagem,
ampliando o campo dos significados simbdlicos para além de uma quantidade geral, mas uma
entidade matematica: “a Algebra é a ciéncia das estruturas gerais comuns a todas as partes das
matematicas” (PIAGET; GARNICA, 1987, p. 163), ndo apenas aquelas sujeitas ao tratamento
quantitativo. Portando-se como uma ferramenta dindmica da matematica, uma ciéncia viva que
tem implicacBes nos mais variados campos do conhecimento cientifico (FALCAO, 1993, 2003;
D’AMBROSIO, 2013).

Essas concepcOes algébricas podem ser sintetizadas como um conjunto de percep¢des
que se correlacionam e se complementam num Unico sistema algébrico (diagrama), como

proposto pelos autores Sousa, Panossian e Cedro (2014).

Figura 1 — A relacéo entre as concepcdes da Algebra

Concepgio
processologica

Concepgdo

linguistico-estilistica

Concepcdo linguistico-
sintatico-semantica

Concepcdo linguistico-postulacional

Fonte: Sousa, Panossian e Cedro (2014, p. 29).

As formas de conceber a Algebra refletem no ensino que muitos pesquisadores,
educadores e estudantes apresentam em relacdo a formacéo, a compreensao e a exploragéo dos
conceitos algébricos l6gicos-tedricos. A forma como esses conceitos transitam, em nossas salas
de aula, e exercem uma forte influéncia na anuéncia ou na rejeicdo dos processos simbolicos
gue compdem sua estrutura. O sistema adotado tende a balizar o ensino e impde limites para a
formacéo dos processos de pensamento como a generalizagéo e a abstragdo. Percebemos que a
forma como a Algebra é concebida influencia o seu formato curricular, sua dimensio, sua

abordagem e sua aplicacdo no contexto escolar.
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Presumimos que essa relacdo estd diretamente ligada ao uso e compreensdo das
variaveis®, quer seja: (a) como aritmética generalizada; (b) como um estudo de procedimentos
para resolver certos tipos de problemas; (c) como estudo de relacdo entre grandezas e (d) como
estudo das estruturas (USISKIN, 1995). Se nos apropriarmos das ideias da Algebra como
aritmética generalizada teremos as variaveis compreendidas como elementos generalizadores
de modelos “como meio de expressdo, € ndo apenas como objeto a que se aplicam técnicas
diversas” (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 111). Nesse caso, “a generalizacdo surge com o
reconhecimento de padroes e relagdes e da analise dessas relagdes” (VALE et al, 2006, p.199),
resultando em modelos algébricos representativos em que o simbolo literal ndo representa,
especificamente, uma incognita. Entretanto, na concepgao em que a variavel é vista como um
estudo de procedimentos para resolver problemas ou equacfes, as variaveis tém status de
incdgnitas ou constantes e apresentam o objetivo de simplificar e resolver (USISKIN, 1995).
Em outras palavras, representam valores desconhecidos especificos a serem determinados. Essa
representacdo evidencia a diferenca entre operacGes aritméticas e algébricas, uma vez que na
aritmética o processo de resolucdo se baseia na tentativa e erro, enquanto que na abordagem
algébrica o foco sdo as operacOes inversas (SOUSA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014). Na
Algebra compreendia como estudo de relagdo entre grandezas, as letras sio tratadas como

variaveis no sentido completo da variabilidade.

Dentro desta concepgdo, uma varidvel é um argumento (isto €, representa os valores
do dominio de uma fung&o) ou um parametro (isto €, representa um nimero do qual
dependem outros nimeros). SO no contexto dessa concepgdo existem as nocgdes de
variaveis independente e variavel dependente (USISKIN, 1995, p. 17).

Temos nesse contexto a ideia da funcdo como uma relacdo de ordem, de
proporcionalidade, de funcionalidade e de formalizacdo algébrica relevante no campo da
Matematica. Como um modelo a ser generalizado, fundamentalmente algébrico, uma
ferramenta essencial na interpretagédo, percepgéo e resolucdo de problemas que envolvem a
relagdo entre quantidades e sua variabilidade.

Por fim, na ideia da Algebra como estudo das estruturas, as variaveis assumem um
papel mais formal, resultando em calculos sintaticos mais elaborados, tais como grupos, anéis
e dominios de integridade ou corpos (SOUSA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014). Néo existe um

8Mesmo que alguns educadores achem desnecessaria essa concepgdo da variavel, a ressaltamos aqui como
elemento histdrico importante para a compreensdo categorizada dos conhecimentos algébricos e procedimentos
adotados pela maioria dos professores em sala de aula.
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modelo aritmético a ser generalizado; a variavel ndo é uma incognita; a variavel ndo é uma
fungdo ou relagdo; ndo ¢ um argumento; “a varidvel é pouco mais que um simbolo arbitréario
[...] uma estrutura estabelecida por certas propriedades” (USISKIN, 1995, p. 18).
Pressupomos que as diferentes concepgdes da Algebra podem ser compreendidas como
um elemento formador dos conceitos algébricos, e sua aplicabilidade essencial para o ensino e
a aprendizagem da Algebra. No quadro 2, a seguir, estabelecemos a relagio entre as concepgoes

da Algebra e os diferentes uso da variavel num Gnico panorama:

Quadro 2 — Relac&o entre as concepcdes da Algebra e sua aplicagdo no campo matematico

CONCEPCOES DA STATUS APLICACOES
ALGEBRA MATEMATICAS
Elementos
Aritmética generalizada generalizadores: Modelagem matematica
traduzir e generalizar.
Resolugéo de situacoes- Incdgnitas ou constantes: ~
e Equac0es
problema resolver e simplificar.
Argumento ou um
Estudo das relacGes parametro: Funcdes
relacGes e graficos.
Simbolos arbitrarios: .
Estruturas manipular e justificar. Grupos, aneis, corpos e
espacos vetoriais

Fonte: Elaborado pelas autoras (2016-2017), baseado nas ideias de Usiskin (1995).

Consideramos que essas formas de concepg¢des e uso das varidveis partem de uma
mesma visdo da Algebra. Desse modo, uma Algebra como uma linguagem acessivel a todos e
uma ferramenta capaz de organizar, explicitar, generalizar, explicar, sintetizar as ideias

matematicas para torna-la inteligivel, em todas as partes do mundo.

1.2 A Algebra escolar

1.2.1 A estrutura algébrica na Educacédo Basica

Na estrutura atual da Educacio Bésica, no Brasil, 0 estudo da Algebra Elementar é
abordado apenas nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Sua estrutura esta
fundamentada nas diretrizes curriculares nacionais e ocupa um lugar de destaque no curriculo
do ensino de Matematica. Todavia, muitos ainda a veem como uma complementacdo dos

estudos aritméticos e inicio de estudos de outros ramos da matematica (COXFORD, 1995),
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limitando seu alcance e aplicacdo na resolucdo de equagOes, expressdes algébricas,
interpretacdes de fungdes e outros. Consideramos que a sintaxe dos conhecimentos algébricos
vai muito além dos objetos fundamentais de estudo propostos nos livros didaticos da Educacéo
Basica, em particular, no Ensino Fundamental. As propostas curriculares e as diretrizes que
orientam o ensino e a aprendizagem da Algebra para a Educacdo Basica atém a um conjunto
unificado que articulam todas as dimensdes do sistema educacional para promover a equidade
algébrica para todos os estudantes do pais, numa forma padronizada.

Dentro dessas diretrizes temos 0s eixos que estruturam a proficiéncia Matematica que €
interligada para acomodar uma alfabetizacdo e letramento matematico capaz de proporcionar
experiéncias carregadas de significados para que 0 estudante possa construir seus
conhecimentos enquanto transita entre as diversas formas de representar um objeto matematico
(BRASIL, 2012).

No contexto dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para o terceiro e quarto®
ciclos do Ensino Fundamental de Matematica, os estudantes tém acesso as primeiras no¢oes
algébricas de equaces: (1° e 2° graus e biquadradas); sistemas de equacdes (1° e 2° graus);
resolucdo de problemas de estruturas algébricas e introducdo ao conceito de funcédo a partir do
7° ano do Ensino Fundamental (antiga 62 série) e, posteriormente, complementam os estudos
das funcGes reais no Ensino Médio (BRASIL, 1998). Em outro angulo, nas propostas das
diretrizes dos PCNs de matematica para 0 1° e 2° ciclos®® (BRASIL, 1997), do Ensino
Fundamental de matematica, a auséncia do estudo da Algebra. Esses trazem o bloco de
conteldos organizados em quatro eixos estruturantes dos conhecimentos matematicos: (a)
ndmeros: naturais, racionais e suas operacdes; (b) espaco e forma; (c) grandezas e medidas e
(d) tratamento de informacao. N&o se observa nenhuma mencéo aos conceitos algébricos apenas
passagens discretas (ou imperceptiveis) nos conjuntos numéricos, suas operacdes e na nocao de
proporcionalidade (numérica, espaco e forma). Todavia, nada intencional no paradigma da
Algebra como estrutura do conhecimento cientifico. Para nds, educadores matematicos, parece-
nos que os conteudos da Matematica dessa etapa séo desprovidos de elementos caracteristicos
das ideias algébricas, preconizadas anteriormente. O que julgamos se tratar de um equivoco,
pois se pensarmos na Matematica como a ciéncia dos padrdest!, estaremos assim a delegar

apenas ao plano numérico a formacao sequencial dos nimeros, o raciocinio proporcional e

°Correspondem aos anos finais do Ensino Fundamental, antiga 5 a 82 séries, hoje denominadas 6° ao 9° anos.
0Correspondem aos anos inicias do Ensino Fundamental, antiga 12 a 4 séries, hoje denominadas 2° ao 5° anos.
1Devlin (2002).
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funcional, as nocbes de equivaléncia e tantas outras situacdes especificas dos conhecimentos
matematicos, dos anos iniciais, do Ensino Fundamental.

Nessa linha gradual, um documento elaborado pelo Ministério da Educacdo — MEC para
definicdo dos direitos da aprendizagem e desenvolvimento do ciclo de alfabetizacdo (BRASIL,
2012) que traz pela primeira vez a introducdo do pensamento algébrico como um dos eixos
estruturantes do conhecimento matematico. Nesse documento, a matematica, dos anos iniciais,
do Ensino Fundamental devera ser desenvolvida ndo mais em quatro®?, mas em cinco eixos
estruturantes, tendo como o quinto eixo o (e) pensamento algébrico. Essa introducdo do quinto
eixo “pensamento algébrico” tende a ser fundamental para o processo de construg¢ao de padroes
sequenciais numeéricos ou pictoricos; para estabelecimento de relagcdes e critérios para a
formacdo de leis numeéricas, para a compreensao das propriedades operatdrias (algoritmos),
para a interpretacdo de variabilidade funcional e tantos outros elementos que fazem parte de
uma “atividade algébrica, em que os significados sdo produzidos por pensamento algébrico”
(LINS; GIMENEZ, 2001, p. 151). Na tentativa de interpretar, organizar e generalizar o padréo
de uma sequéncia o ser humano tem a propensdo de tentar criar ordem ao caos (VALE et al,
2006) e nessa investigacdo construtiva ter-se-4 as primeiras evidéncias do raciocinio®®
algébrico. Temos nesse tipo de raciocinio uma estreita relagdo funcional, pois “com a analise
das regras e padrdes os alunos desenvolvem um forte sentido do niUmero ao mesmo tempo em
que desenvolvem o conceito de fungao” (Ibidem, p. 199). Consideramos que o raciocinio
funcional proveniente do raciocinio proporcional tende a se configurar como um alicerce da
Algebra (SILVESTRE; PONTE, 2006) e uma base solida para progressio das nocoes
algébricas. A adocdo de atividades que trazem em sua estrutura operatoria esse tipo de
raciocinio subsidiara situacbes pedagdgicas num contexto algébrico. Essas situacfes devem ser
desenvolvidas e compreendidas como uma base importante para a constru¢do dos elementos
essenciais da Algebra Elementar para os anos finais do Ensino Fundamental. Ressaltamos,
também, a importancia de outras estratégias que contribuam para a formacao de uma base para
0 dominio de uma linguagem figurada, em que “os simbolos matematicos devem aparecer nao
apenas como componentes caracteristicos do conhecimento matematico, mas como elementos
criadores da comunicacdo” (BRASIL, 2012, p. 60).

Conjecturamos que atividades algébricas que possibilitem o reconhecimento, a

compreensdo dos padrdes e de seus atributos, a nocdo de sequéncia (numerica ou pictdrica)

12 Nlimeros, grandezas e medidas; espago- forma e tratamento de informagdo (PCN,1998)
13Segundo a orientadora Magina (2016), o raciocinio esta diretamente ligado a razdo humana, uma concatenagéo
I6gica dos fatos.
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devem ser introduzidos no 1° ano, do Ensino Fundamental, e ser ampliado ainda nesse
seguimento (BRASIL, 2012) para que o processo de formacdo do pensamento algébrico possa
se instaurar de forma gradativa e significativa. Ndo compactuamos com a formalizacdo
simbolica-matematica nessa fase, todavia € conveniente lembrar que podemos desenvolver
nocdes algébricas sem utilizar o algebrismo caracteristico dos anos finais e do Ensino Médio,
sem comprometer a formacao dos conceitos.

Presumimos que priorizar a introducéo do estudo da Algebra apenas para os anos finais
do Ensino Fundamental tende a tornar seu ensino um emaranhado de métodos, regras e sistemas
sem significado, comprometendo, restringindo sua aplicacdo e aprendizagem a uma forma
mecanica e repetitiva. A manutencao dessa postura contribui para que a Algebra “constitua-se
como uma das fontes de alienacdo dos estudantes durante o processo de aprendizagem
matematica, uma vez que parece estar completamente dissociada da pratica social” (SOUSA;
PANOSSIAN; CEDRO, 2014, p. 17), impossibilitando que os estudantes compreendam as
ideias algébricas por detréas de cada sentenca e percebam suas aplicacfes no ambiente social e
econdmico.

Alguns pesquisadores, como: David (1985); Fiorentini, Miorim e Miguel (1992, 1993);
Carraher e Schliemann (1995); Booth (1984, 1988, 1995) entre outros que questionam o ensino
da matematica escolar, em especial, a ndo abordagem Algeébrica para os anos iniciais do Ensino
Fundamental. Ndo concordam com a organizacdo dos curriculos desprovidos de nogdes
elementares da Algebra desde os primeiros anos de escolarizacdo. Destacam a existéncia de
uma relacdo intrinseca entre a aritmética e Algebra (aritmética generalizada) (USISKIN, 1995)
que ndo é aproveitada no contexto dos anos iniciais. Entretanto, essa percep¢do apresenta-se
relegada a entendimentos pedagdgicos sem uma prética efetiva.

Atualmente, no contexto educacional, verificamos algumas propostas de ensino que
propem uma releitura das nocdes algébricas e das competéncias dos estudantes frente a
situagBes-problema que trazem em sua estrutura saberes basicos da Algebra. Essas discussoes
tém proporcionado uma abertura nas propostas curriculares para o ensino da Algebra, tornando
possivel sua introducdo desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Nessas diretrizes
curriculares, a proposta para o Ensino Fundamental se mantém pautada em quatro eixos de
formagdo que se articulam horizontalmente'* entre as areas de Linguagens, Matematica,
Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso (BRASIL, 2016, p. 176), mas com

uma abertura para o processo de formacdo do pensamento algébrico. Temos na elaboragéo e

14Articulacdo que se realiza a fim de desenvolver a integracdo entre as matérias e as areas do conhecimento
(Unesco, 2016).
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publicacio® de uma base Nacional Curricular Comum (BNCC)® no Sistema Nacional de
Educacdo (SNE), que os objetivos de aprendizagem Matematica para 0s anos iniciais deverdo
centrar-se em cinco eixos norteadores. Essa proposta da base propde o ensino da Algebra
associado ao desenvolvimento de habilidades que permitam identificar atributos, regras de
formacédo de sequéncias, reconhecimento de mudancas e relacbes como o0s primeiros indicios
para a formacdo do pensamento algébrico e da ideia de fungdo para os anos iniciais do Ensino
Fundamental. Essa orientacdo ‘“ndo pode (ndo deve) substituir curriculos, mas indicar sobre
quais pilares ele sera alicercado” (Ibidem p. 132, grifo nosso), cabendo as escolas e o proprio
professor a articulacdo, o planejamento das atividades e 0s ajustes necessarios. Numa
configuragdo para que 0s primeiros passos a caminho de uma aprendizagem algébrica se fagam
presente nessa etapa escolar.

No tocante ao ensino do componente de matematica, a BNCC mantém uma estreita
relagdo com os PCNs no que se refere ao seu ensino como objeto de formacéo da cidadania e
na promocao da equidade na educacdo. Sintetiza a estrutura proposta pelo MEC, em 2012 (ja
mencionado), enquanto discute que o conhecimento matematico perpassa por Cinco eixos
estruturantes que devem orientar e conduzir o desenvolvimento da aprendizagem Matematica
e suas habilidades®’. S4o eles: (a) nimeros e operagdes; (b) geometria; (c) grandezas e medidas;
(d) Algebra e funcdes e () estatistica (BRASIL, 2017).

A unidade do eixo da Algebra propde o reconhecimento de mudancas, padrdes e
relacBes; sequéncias repetitivas e recursivas; relacdo e propriedades de igualdade e equivaléncia
e, ainda, grandezas proporcionais (no¢do de proporcdo) como um dos primeiros indicios do
pensamento algébrico nos anos iniciais, do Ensino Fundamental. A seguir, apresentamos um
quadro sintese contendo a unidade tematica da Algebra, seu objeto de conhecimento e
habilidades propostos pela BNCC (BRASIL,2017) para os estudantes do 3° e 5° anos (sujeitos

da pesquisa).

Disponivel em: <http:basenacionalcomum.mec.gov.br>. Acesso em: 08 maio 2017.
6 Homologada em 20 de dezembro de 2017 em movimentopelabase.org.br/acontece/bncc-homologada/
1"Para mais informac@es ver os quadros na integra (BRASIL, 2017, p. 234-253).
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Quadro 3 — Relacdo entre o objeto de conhecimento algébrico e as habilidades a serem
desenvolvidas, segundo o ano escolar

Ano Escolar

Objeto de Conhecimento

Habilidades

3% ano

Identificacdo e descrigéo
de regularidades em
sequéncias numéricas
recursivas

(EFO3MA10) Identificar regularidades em
sequéncias ordenadas de ndmeros naturais,
resultantes das adi¢bes ou subtracBes
sucessivas, por um mesmo ndmero, descrever
uma regra de formacdo da sequéncia e
determinar elementos faltantes ou seguintes.

Relacdo de igualdade

(EFO3MA11) Compreender a ideia de
igualdade para escrever diferentes sentencas de
adicdes ou subtracbes, de dois nimeros
naturais que resultem numa mesma soma ou
diferenca.

52 ano

Propriedade da igualdade e
nogéo de equivaléncia

(EFOSMA10) Concluir por meio de
investigacBes que uma igualdade ndo se altera
ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir
seus dois membros por um mesmo ndmero,
para construir a nogdo de equivaléncia.

(EFO5MA11) Resolver e elaborar problemas
cuja conversdo em sentenca matematica seja
uma igualdade com uma opera¢do em que um
dos termos é desconhecido.

Grandezas diretamente

proporcionais

Problemas envolvendo a
particio de um todo em
duas partes proporcionais

(EFO5MA12) Resolver problemas que
envolvam variacdo de proporcionalidade direta
entre duas grandezas, para associar a
quantidade de um produto ao valor a pagar,
alterar a quantidade de ingredientes de receitas,
ampliar ou reduzir escalas em mapas, entre
outros.

(EFO5MA13) Resolver problemas envolvendo
a partilna de uma quantidade em duas partes
desiguais, tais como: dividir uma quantidade
em duas partes, de modo que uma seja o dobro
da outra, com compreensdo da ideia de razdo
entre as partes e delas com o todo.

Fonte: Elaborado e adaptado pela autora, a partir da BNCC (BRASIL,2017, p. 243 e 251).

Esse pensamento algébrico proposto precede a abordagem e a apropriacao dos conceitos

propostos pela Algebra Elementar, pois ndo contempla a formag&o e manipulacio de simbolos

algébricos formais. A formacéo desses conceitos acontecera segundo as diretrizes curriculares

nacionais, nos anos finais do Ensino Fundamental e Médio.

Como nosso estudo centra-se em discutir o estudo da Algebra a partir dos anos iniciais

do Ensino Fundamental convém ressaltar que a BNCC abre o precedente para que seu ensino,

ou melhor, que os elementos caracterizadores e constitutivos da Algebra'® estejam presentes

18X11 ENEM (RIBEIRO, 2016).
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em nossas salas de aulas como propfe a Early Algebra. Segundo Fiorentini (1993), os
elementos caracterizadores da Algebra sdo aqueles que manifestam a partir da percepgdo de
regularidades, dos aspectos invariantes em contraste com 0s que variam, na tentativa de
expressar ou explicitar a estrutura de uma situacao e na presenca do processo de generalizagéo.
E os elementos constitutivos sdo aqueles em que as agdes e manipulagdes ndo se constituem ao
acaso, mas se organizam sob a forma de um sistema pré-algébrico de modo sistematico. Esses
tipos de situacdes sao experimentados pelos estudantes dentro do contexto escolar, uma vez que
a Algebra é um conceito estritamente escolar (LINS; GIMENEZ, 2001).

Todavia ndo se faz necessario adentrar as noc¢des algébricas formais nessa etapa escolar,
e sim introduzir situacGes que trazem de forma implicita as nog¢des béasicas dos elementos do
raciocinio algébrico e suas implicacBes na formacdo de uma notacdo algébrica-simbdlica
adequada a capacidade psico cognitiva dos estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Essas propostas sugerem préaticas e metodologias para a formagéo de uma aprendizagem
algébrica precoce. Mas cabera ao corpo docente, coordenadores pedagdgicos de cada escola a
elaboracdo de planejamentos curriculares que construam caminhos para que essas praticas se
concretizem. Consideramos que a introducdo do pensamento e/ou do raciocinio algébrico tende
a ocupar um lugar de destaque no curriculo de matematica, e contribuira de forma gradativa
para a génese do pensamento e da linguagem algébrica na formacéo das fungdes psicoldgicas
superiores do ser humano (SOUSA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014).

A formacao dos conceitos algébricos impulsiona a formacao de estruturas essenciais no
desenvolvimento e aprimoramento psicoldgico de criancas na fase do Ensino Fundamental,
bem como nas relacbes que eles estabelecerdo em outros campos do conhecimento.
Pressupomos que a partir do desenvolvimento das habilidades primarias e secundarias®® ter-se-
a o estabelecimento das conexdes estruturais necessarias a progressao no conhecimento escolar
da Algebra para que ela se torne familiar e cada vez mais sofisticada ao longo de escolarizacao.

Estudos indicam que a Algebra apresenta uma estreita relagdo com a aritmética na
legitimacao dos processos e das propriedades que compdem o universo das estruturas numéricas
(especialistas e documentos institucionais). Baseados nesses pressupostos, presumimos ser
necessario adentar nas nogdes mais basicas da Algebra para concebé-la como uma continuidade

da aritmética e estabelecer uma relagdo entre seus dominios.

Primaria — capacidade de aquisicdo espontanea; secundaria — capacidade de aquisi¢do mediada pedagogicamente.
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1.2.2 Qual a relagfo entre os dominios da aritmética e da Algebra?

Atualmente, os curriculos escolares apresentam uma hierarquia em relacdo a aritmética
e a Algebra. Nessa organizacdo, primeiro os estudantes precisam dominar 0s conceitos
aritméticos para depois serem apresentados aos da Algebra. Essa interpretacéo surgiu a partir
de interpretaces equivocadas das ideias de Piaget referente ao desenvolvimento dos niveis
intelectuais das criangas® (LINS; GIMENEZ, 2001). Para Piaget existem quatro estagios de
desenvolvimento cognitivo 16gico?!, a saber: 1) Sensorio Motor; 2) Pré-Operatorio; 3)
OperacOes concretas e 4) OperacOes Formais (Piaget, 1996). Embora exista uma ordem
cronoldgica nesses estagios, ndo ha uma fixacdo de idade. Contudo, muitos interpretaram que
as idades ilustradas por Piaget (nestes estagios) eram fixas e imutaveis. De acordo com estas
ideais, a organizagdo curricular dos conhecimentos aritméticos deve anteceder os da Algebra,
pois o0 segundo tende a ser influenciado por um processo de maturacao biolégico e requer um
pensamento operatério formal apenas alcangado com uma maturidade cognitiva (estagio das
operacdes formais).

A apropriacdo dessa subordinacdo conceitual tem retardado, ao longo dos anos, a
introducdo dos principios algébricos para os estudantes dos anos iniciais do Ensino
Fundamental e impedindo um avango na area. Pesquisadores questionam essa hierarquizagdo e
discutem as possibilidades de se repensar esse paradigma da educacdo algébrica para 0s anos
iniciais do Ensino Fundamental (BOOTH, 1984, 1995; BLANTON 1998; KAPUT, 1984;
CARRAHER; SCHLIEMANN, 1995, 2008; CARRAHER, SCHLIEMANN; BRIZUELA,
2000, 2001, 2003; LINS; GIMENEZ, 2001; KIERAN, 2016; MIGUEL, FIORENTINI;
MIORIM, 1992, 1993; BEDNARZ, KIERAN; LEE, 1996; PONTE, 2006; GOMEZ, 2006;
FALCAO, 1993, 2003, entre outros). Os autores ressaltam a necessidade de um exame das
relacdes intrinsecas entre a aritmética e a Algebra, como um movimento de continuidade e ndo
de rupturas. Uma concomitancia conceitual e ndo subordinagdo algébrica. Que a aritmética
envolve um nivel de generalidade e mantendo essa posicdo tardia na apresentacéo da atividade
algébrica representa uma postura equivocada e indesejavel na atualidade.

Essa aproximagio entre a aritmética e a Algebra transita no nosso contexto escolar ha

algumas décadas, sem muita énfase académica. No periodo do Movimento da Matematica

200s estagios de desenvolvimento légico propostos por Piaget (1996) sédo: 1) sensdrio motor; 2) pré-operatorio; 3)
operagdes concretas e 4) operacdes formais. Embora exista uma ordem cronolégica nesses estagios, ndo ha uma
fixagdo de idade. Contudo, muitos interpretaram que as idades ilustradas, por Piaget, eram fixas e imutaveis.

21 Estes estagios serdo discutidos de forma sucinta no capitulo seguinte, com uma abordagem das ideias de
Piaget.
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Moderna (MMM), Sangiorgi (1963, p. 81) ja discutia essa relagdo quando advertia que “ndo se
pode precisar uma linha divisdria entre Aritmética e Algebra, pois os resultados particulares
que se obtém (sic) pela primeira ndo se podem separar das teorias gerais que se estuda pela
segunda”. Em outras palavras, uma se beneficia e depende da outra. Todavia, essa discussao
parece que foi abafada juntamente com as reformas do movimento.

Para Carraher e Schliemann (2016), essa divisdo curricular estabelecida entre a
aritmética e Algebra tende a ser artificial, sem fundamento, uma vez que as situaces aritméticas
possibilitam generalizacBes proximas aquelas a que estamos habituados na Algebra. Ao
analisarmos algumas dessas situacdes, observamos que reproduzem as propriedades algébricas
na sustentacdo logica de suas estruturas. Esse fato evidencia a existéncia de um carater algébrico
na aritmética, mesmo que de forma implicita. Podemos citar, por exemplo: a relacdo do sistema
de numeracao decimal com os padrdes algébricos; as operacbes aritméticas com as funcdes
(CARRAHER; SCHLIEMANN, 1995, 2016); o algoritmo da multiplicacdo como um modelo
algébrico, a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo ou subtracdo como
uma linguagem algébrica (EVES, 2004; GOMEZ, 2006), dentre outros processos peculiares a
atividade aritmética.

Observando o processo de formacao do sistema de numeracgéo decimal, verificamos que
se constitui a partir de uma generalizacdo de padrdes/sequéncia quanto aos agrupamentos de
seu sistema de base dez (ou outra base qualquer). Esse é o caso, por exemplo, quando
representamos o0 numero natural 25, por duas vezes 10 mais 5 da seguinte forma: 25 = 2.10 +
5, ou outro numero decimal qualquer. Para representa-lo “o estudante precisa compreender a
regra do sistema decimal. [...] Pela andlise das regras de funcionamento do sistema de
numeragdo decimal, os alunos podem interpretar e escrever qualquer escrita numérica”
(BRASIL, 1997, p. 53-57). Estando a “fazer Algebra com numeros” (GOMERO, 2017) ou
ainda estdo a “algebrizar os nimeros” (BROCARDO et al, 2006). Essa estratégia possibilita a
escrita de qualquer nimero (um modelo), uma representacdo simbolica em que a prioridade ndo
é o calculo, mas a metodologia de escrita, assim como o entendimento das operagdes que 0
compdem para modelos futuros. Reportar a composic¢ao do sistema de numeracdo decimal a um
sistema algébrico representa uma abordagem algebrizada da aritmética que tende a contribuir
para conectar as ideias da algebra formal ao sistema de numeracédo basica da matematica.

Ao utilizarmos a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do para
justificar o algoritmo da multiplicacdo, estamos fazendo algebra. Empregamos procedimentos
algébricos, uma vez que “os livros actuais (sic) estdo renunciando a antiga linguagem de

unidades, dezenas e centenas para explicar os algoritmos, estdo incorporando cada vez mais a
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linguagem da algebra” (GOMEZ, 2006, p. 364). Quando explicamos (nfo resolvemos), por
exemplo: no algoritmo quinze vezes oito, dizemos que quinze é igual a dez mais cinco, e que 0
produto se obtém aplicando a propriedade distributiva em relagédo a adicdo, 15. 8 = (10 + 5). 8.
Fato semelhante acontece se fizermos a multiplicagao de “vinte e trés por vinte e quatro dizemos
que vinte e trés é vinte mais trés e que vinte e quatro é vinte mais quatro e que o produto se
obtém aplicando duas vezes a propriedade distributiva, 23. 24 = (20 + 3) (20 + 4). Isto é uma
linguagem algébrica” (Ibidem, p. 365) e se transforma num modelo sintatico-16gico-dedutivo,
um promotor de estratégias algébricas que se aplica a multiplos casos especificos.

Na introducédo do estudo das operagdes de adicao, subtracdo, multiplicacdo e divisdo, é
possivel retratad-las como uma fun¢io, uma vez que a “linguagem algoritmica tem pontos em
comum com a linguagem algébrica, sobretudo em rela¢éo ao conceito de variavel” (BRASIL,
2017, p. 226). Isto implica que uma funcdo pode ser vista como um modelo matematico
fundamental para explicitar leis gerais constituidas de variaveis e de suas respectivas taxas de
variacao, ndo pode ser abordada como um conceito isolado. Carraher et al (2006, p. 88, traducéo
nossa) reforcga essa ideia quando ressalta que “as operagdes aritméticas podem ser vistas como
funcbes, e a notacdo algébrica pode dar suporte ao raciocinio matematico mesmo entre
estudantes jovens”. A simbiose, operagao-fungdo, sugere uma possibilidade de fazer uso de
ideias e representacdes algébricas desde muito cedo na vida escolar das criangas.

Para associar uma operagéo de adi¢do a uma funcdo, podemos chamar atencéo para o
formato de uma dada representacdo. Por exemplo, se estamos fazendo uma adicdo de um
nimero qualquer com cinco, “+ 5, isto pode ser representado por uma fun¢do do tipo f(x) = x
+50uy = x +5. Essa representacdo traz implicita a nogdo de variabilidade, em que o resultado
depende do valor atribuido a x. Fato semelhante acontece numa operacdo de multiplicacéo. O
produto por 3, representa uma relacdo de valores para x (dominio da funcéo) para com valores
de y (contradominio da fun¢do) em que y = 3x ou f(x) = 3x. Nesse caso, algebricamente,
podemos atribuir a f(x) ou y o status de variavel, enquanto que se fixarmos apenas no resultado
da operacéo estaremos apenas no campo aritmetico. Esse formato contribui para que o estudante
possa desenvolver a nogdo de variavel sem abandonar as estruturas aritméticas.

Podemos conjecturar que quando os estudantes transitam entre as operagdes de
multiplicacdo e divisdo adentram no campo conceitual das estruturas multiplicativas e, por
conseguinte, do raciocinio proporcional?® e das relagdes funcionais. Considerando que “as

situagBes proporcionais fornecem uma porta ideal para o campo da representagdo algébrica,

22Habilidade essencial para a aprendizagem matematica no 1° e 2° ciclos do Ensino Fundamental (BRASIL, 1997)
e (BRASIL, 2017).
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uma vez que seus antecedentes aritméticos sdo justificiveis atraves de abordagem do senso
comum” (POST; BEHR; LESH, 1995, p. 102), agregaremos as situagdes aritméticas um carater
algébrico.

O carater algébrico também se encontra numa expressdo numérica (contetdo basico
desde a Educacdo Infantil) que pode ser considerada como instancia especifica de uma funcéo
(CARRAHER; SCHLIEMNN; SCHWARTZ, 2005). Enfim, os estudantes podem trabalhar e
compreender as funcdes em estagios iniciais como um papel unificador entre a aritmética e a
Algebra, de modo que uma esteja implicada no desenvolvimento da outra.

Uma situacdo aritmética do tipo ? + 5 = 8, pode ser facilmente resolvida por estudantes
dos anos iniciais. Essa situacdo é comumente conceituada como aritmética, contudo traz o
conceito de uma incognita ou de uma constante. Esse tipo de situacdo aborda uma relacéo de
equivaléncia, uma igualdade, ou ainda, uma identidade. Algebricamente, essa situacao refere-
se a uma equacédo, ou uma comparacao entre duas fun¢des (CARRAHER, 2014), em que f(x)
=X + 5 e g(x) = 8 e admite como Unica solugdo x = 3. Quando optarmos por esse tipo de
situacdo ndo necessariamente estaremos introduzindo notagdes algébricas, mas uma notagédo
carregada de significado algébrico, “o significado estd em quem interpreta, € ndo na notagao,
[...] uma notacdo deve, entdo ser legitima e adequada” (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 167 ¢ 169).

Outra forma de abordar os conceitos algébricos associados a uma relacdo de
equivaléncia apoia-se na ideia iconica de uma balanca de dois pratos, em que os pratos aludam
ser 0s membros de uma equacdo. Essa representacdo utilizando situacdes com balanca, pode
ser util (facilitadora), mas apresenta limites epistemoldgicos, uma vez que a imagem retratada
de conceito implicito (equivaléncia) difere da definicdo explicita desses mesmos conceitos
(LINS; GIMENEZ, 2001). A forma impde limites de aplicagdo, como, para valores em que a
incdgnita for negativa e/ou cujos dominios estejam nos nimeros racionais. Isto implica que sua
abordagem necessita de outros contornos para que o estudante possa compreender a relacéo de
equivaléncia e, consequentemente, a propriedade da operagéo inversa fundamental na resolucao
de uma equacdo.

Todavia, representacfes com elementos matematicos ou ndo-matematicos podem ser
organizados como promotores das notagdes simbdlicas, tornando o conhecimento algébrico
como familiar?® e significativo. Essa forma de apresentar uma situacio-problema tende a alargar
uma relacdo de coexisténcia entre os dominios da aritmética e os da Algebra, enquanto

possibilita um ensino e a producéo de significados para os mais variados conceitos algébricos.

23«Familiar deve ser entendido no sentido que os alunos ja tinham recursos para operar naquele dominio, e o que
se introduziu foi a legitimidade daquele modo de pensar naquela atividade” (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 131).
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E, ainda facilitaria futuramente os estudantes quando tivessem que utilizar as incognitas X, y ou
outras variaveis.

Entretanto, 0 modo como o professor atribui as situacGes-problema apresentadas numa
dada tarefa tende a determinar se uma atividade é aritmética ou algébrica, uma vez que os
conceitos algebricos nem sempre sdo empiricos. Compete a ele, professor, trazer para essa
relacdo (estudante-tarefa) uma caracteristica palpavel (algebricamente) e uma oportunidade
didatica favoravel para o desenvolvimento dos conceitos algébricos.

Por isso convém (re)pensar e (re)estruturar essa relacdo, ajustar processos
metodologicos arraigados ha séculos e desenvolver novos modos didaticos de perceber e agir
sobre o dominio de cada uma delas. Desenvolver um equilibrio entre a educacdo aritmética e

algébrica em trés frentes:

i) o desenvolvimento da capacidade de por em jogo nossas habilidades de resolver
problemas e de investigar e explorar situagdes;

ii) o desenvolvimento de diferentes modos de produzir significado (pensar), o que
poderiamos chamar de atividades de inser¢do e tematizacao; e iii) o aprimoramento
das habilidades técnicas, isto €, da capacidade de usar as ferramentas desenvolvidas
com maior facilidade (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 165).

Esse equilibrio precisa ser sustentado por um conjunto de atividades que propicie uma
compreensdo analitica dos procedimentos técnicos aritméticos para a producao de significados
e a instrumentalizacdo da é&lgebra como aritmética generalizada®. Nessa perspectiva, “a
passagem da aritmética a algebra deve ser situada num contexto que abra espacos de ruptura,
sem davida, fundamentais, mas que nio descuide dos aspectos de continuidade” (FALCAO,
1993, p. 90, grifo nosso).

No ambiente de sala de aula, ao lidar com situacdes de caracteristicas numeéricas, 0
estudante evoca inconscientemente estratégias algébricas, um pensamento algebrico (BRASIL,
2017), necessarios a sua validacdo das leis de dominio aritmético. Com a assimilacdo das
no¢Oes algébricas basicas (forma implicita), o estudante dos anos iniciais tera condicdes de
estabelecer relagbes entre os conceitos da Algebra e da Aritmética. Essa assimilagio
possibilitara a interpretacéo e a resolucao de situagdes-problema, estejam essas fora ou dentro
do contexto escolar. Portanto, devemos ter a Algebra n&o apenas como um conjunto de técnicas
mecanicas necessarias apenas na escola, um objeto de conhecimento, mas como uma forma de

pensar e raciocinar acerca das mais variadas situac6es do dia a dia, uma ferramenta Util.

24Usiskin (1995, p. 13).
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Respondendo a questdo formulada no inicio desta subse¢@o “qual a relagdo entre os
dominios da aritmética e da Algebra?” Conforme discutido, podemos responder que existe uma
relacdo muito proxima entre a aritmética e a Algebra, uma afinidade entre seus dominios com
uma raiz em comum que se manifesta nas relagdes quantitativas?®. Ou seja, se “a Algebra é o
idioma das relagoes entre quantidades” (USISKIN, 1995, p. 33), e a aritmética tem seu habitat
nas relagbes quantificaveis, uma vez inseridas nesse ambiente ndo teremos como separa-las.
Essa suposta diferenca entre a aritmética e a Algebra consiste no tratamento, no foco que 0s
educadores e estudantes caracterizam as situacdes aritméticas, e ndo na epistemologia que

ambas apresentam.

Zpara Davydov (1988), devemos colocar a aritmética em acdo para se chegar a um sistema de propriedades
sofisticadas (base no estudo das relagdes quantitativas) que, posteriormente, resultard nas estruturas basicas da
Algebra.
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CAPITULO 1

SUSTENTACOES TEORICAS DO ESTUDO

Neste capitulo apresentaremos as ideias tedricas e estudos correlatos que deram suporte
a nossa pesquisa. Primeiramente, a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1990), os
esquemas, 0s teoremas-em-ac¢ao que permeiam as atuagdes de um sujeito na realizacdo de uma
tarefa de potencial algébrico e os campos conceituais estudados por Vergnaud. Na sequéncia,
apresentaremos para a discussdo a Early Algebra como um dos precursores a validar a
importancia do estudo do raciocinio algébrico dos estudantes dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Suas implicacdes pedagogicas, diretrizes e metodologias necessarias para o

desenvolvimento de uma educacéo algébrica e seu conceito assumido por nos.
2.1 A Teoria dos Campos Conceituais
2.1.1 Relagéo da Teoria dos Campos Conceituais e a formacao de conceitos
A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) é uma teoria cognitivista elaborada pelo
francés Gérard Vergnaud?® que adota o processo de formagdo de um conceito a partir das

interacdes do individuo com vérias situacdes vivenciadas durante a agdo de aprender. Mesmo

ndo sendo uma teoria didatica se preocupa em formar um quadro pedagégico para a

#psicologo francés que trabalha especificamente com a formagédo dos conceitos matematicos.
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aprendizagem, busca compreender as rupturas e as filiagdes entre os saberes: o fazer e o
expresso (VERGNAUD, 1996).

Para Vergnaud (1996), o desenvolvimento cognitivo de uma crianca ou de um adulto
depende do campo conceitual a que ele é confrontado diariamente e da presenca de uma funcao
adaptativa do conhecimento anterior (repertério) para se desenvolver. Sabemos que o individuo
recebe influéncias de um conjunto de fatores (internos ou externos) e de forma significativa
essas permeiam e possibilitam (ou ndo) a estruturacao e a apropriacdo de um conceito. Por isso,
€ muito importante para o sistema educacional investigar o processo de formacdo de um
conceito cientifico e suas implicagdes e transformagdes pedagdgicas.

Nesta teoria, a TCC, o processo de formacdo de um novo conceito advém a partir de
uma reflexdo do sujeito na acdo durante ou apds a resolucdo de uma situacdo-problema. Esta
reflexdo emerge a partir de uma triade: a Maturacao, a Experiéncia e a Aprendizagem escolar.
As duas primeiras de raizes Piagetianas?’ enquanto que a terceira, surge como resultado da
relacdo da crianga no universo escolar (estudado por Vergnaud). No que concerne a primeira
raiz, a maturacdo, apresenta uma abordagem biol6gica. Relaciona-se com o desenvolvimento
cognitivo do individuo (dele participando inclusive o surgimento, desenvolvimento e sinapse
dos neuronios). Ela envolve a habilidade de internalizar, transformar e responder de forma
eficaz aos estimulos incitados. A experiéncia, por sua vez, é fruto da interacdo do individuo
com o meio a sua volta. Os objetos (inclusive os matematicos) com os quais a crianga interage
(age sobre eles e deles observa reacdo) é que contribuirdo para a apropriacao e desenvolvimento
do conhecimento. Este, portanto, tem caracteristicas e dominio de validade inicialmente local
(VERGNAUD, 1996). No que tange a terceira, a aprendizagem, Vergnaud chama atencéo para
a posicéo do professor no processo de mediagéo entre os estudantes e o conhecimento. Parte-se
do principio que o ensino e a aprendizagem sdo processos que formam os dois lados de uma
mesma moeda; tem o mesmo foco (a apropriacdo do conhecimento), mas cada um olha por uma

Otica. Se complementam e interagem, mas pertencem a lados distintos.

Na viséo piagetiana (PIAGET, 1977, 1995), o desenvolvimento cognitivo da crianca
perpassa por quatro estagios?® [1]: sensorio-motor; pré-operatorio; operagdes concretas e
operacOes formais. No primeiro estagio, o sensério-motor, as agdes da crianca sdo reflexos de
atividades coordenadas pela visdo e preensdo (olhos e méos). Nesta fase a crianga apresenta as

no¢Bes matematicas de maior/menor e de espaco/forma. No estdgio seguinte, aparece 0S

27 | deias preconizadas pelo psicdlogo e fildsofo russo Jean William. F. Piaget (1896-1980) um dos primeiros a
relacionar o campo da inteligéncia infantil com o crescimento fisioldgico e suas relagGes.
28 Mencionados no capitulo I, pagina 41
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primeiros sinais da linguagem e de inteligéncia e com elas a representacdo simbodlica, o
pensamento intuitivo e a capacidade de regulacdo articulada. Este estagio é de suma importancia
na primeira fase escolar, a Educacdo Infantil. Nele a crianca constroi a relacdo de ordem, de
contagem, de conservacdo numeérica, de classificacdo simples e de compreensdo de figuras
geométricas. No que tange o terceiro estagio, o de operacgdes concretas, a crian¢a, mesmo ligada
a objetos reais (concretos), consegue passar da acdo para a operacdo (abstracdo). Neste quesito
operacional, apresenta a capacidade de realizar operacdes simples, célculos elementares
(inclusive fracdes), compreender e estabelecer regras estruturadas e numa multiplicacdo logica.

Esse periodo coincide com os anos iniciais do Ensino Fundamental. E ainda neste
momento que as noc¢Bes matematicas da reversibilidade, de classificacdo, seriacdo,
transitividade e conservacdo de quantidades discretas se potencializam entre outras. Piaget
(1995) esclarece que embora os periodos cronoldgicos dos estagios ndo sejam fixos, sofrendo
influéncias de fatores como o meio fisico e social, o estagio por exemplo, as criangas passam
por esse estagio entre 7 e 11 anos, podendo comecar e/ou terminar um ano antes ou depois. .

Por fim, € no quarto e ultimo estagio, que a crianca completa a construcdo de seu
raciocinio légico, o qual, por sua vez, potencializa sua capacidade de pensar por meio da
abstracdes (reflexionante). Surge entdo a capacidade de usar a ldgica hipotético-dedutiva e o
raciocinio abstrato, a partir do desenvolvimento das estruturas formais. Piaget (ibd) considera
que esse estagio favorece de sobre maneira o estudo da Matematica, no que tange as proporcdes,
as combinacdes, as demonstracdes e o desenvolvimento do campo conceitual da Algebra.

Vale ressaltar que estes estagios ndo obedecem uma ordem linear ou quantitativa de
desenvolvimento intelectual. Muito menos, uma ordem cronoldgica (idade), pois 0s
comportamentos das criancas sofrem influéncias do meio social e fisico a que se inserem. O
que podemos pressupor é que no ambiente escolar estes estagios precisam ser considerados no
momento do planejamento didatico para que as situacbes de fato estejam adequadas as
capacidades cognitivas dos estudantes para a formacdo de um conceito.

Consideramos que a formacdo e/ou aprimoramento de um conceito surge nas mais
variadas situagdes, e que esse representa um papel essencial no momento de sua apropriagéao.
Magina?® (2016) explicou que na visdo de Vergnaud, um conceito emerge de situacdes-
problema com os quais temos familiaridade. E s&o essas que dardo significado e formardo um
conceito, visto que, quanto mais amplo o significado desse conceito, maior serd sua apropriacao

intelectual. Em outras palavras, podemos inferir que quanto maior a importancia e o nimero de

2Essa explicacdo foi dada pela professora Sandra Magina, no bojo da disciplina, “Psicologia da Educagdo
Matematica”, ministrada no mestrado em Educa¢dao Matematica da Uesc, no 2° semestre de 2016.



50

situacOes-problema oferecidas, mais amplas serdo a definicdo e a formacgédo desse conceito.
Podemos conjecturar que para que uma situagio®® forme um conceito este precisa ser suscitado
a partir de circunstancias significativas. A esse conjunto de situacdes Vergnaud (1996) chama
de Campo Conceitual e pondera que ndo existe um Unico conceito a ser formado, e sim um
Campo Conceitual a ser desenvolvido. Por isso, quando tratarmos da formacao de um conceito
no nosso estudo, entenda-o como campo conceitual a ser desenvolvido.

A apropriacdo desse campo resultara na formacdo de um conhecimento conceitual, em
que “a Teoria dos Campos Conceituais considera que existe uma série de fatores que
influenciam e interferem na formacdo e no desenvolvimento dos conceitos e que 0
conhecimento conceitual deve emergir dentro de situacées-problema” (MAGINA et al, 2008,
p. 6). Uma vez formado o conceito (ou campo conceitual) tende a ser expandido e adaptado as
novas situacdes as quais o sujeito seja confrontado no seu contexto, seja escolar ou ndo.

Esse campo conceitual a ser formado requer, segundo Vergnaud (1990), uma postura
investigativa por parte do formador referente as situacGes-problema e que esse perceba que o
processo de desenvolvimento de um conceito perpassa por uma terna de conjuntos

algebricamente identificados como (S, I, R) em que:

S € o conjunto de situagfes que tornam o conceito significativo;

I é o conjunto de invariantes (objetos, propriedades e relagBes) que podem ser
reconhecidos e usados pelo sujeito para analisar e dominar essas situacdes;

R € o conjunto de representagBes simbolicas que podem ser usadas para pontuar e
representar esses invariantes e, portanto, representar as situacoes e os procedimentos
para lidar com eles (Ibid., p. 6).

Baseado nesta terna, estimamos ser necessario a um formador possibilitar situacdes
diversificadas, conectadas e significativas aos seus alunos. Essa postura atende a suas
necessidades cognitivas no momento da formacao e apropriagdo de um campo conceitual.
Temos que as situagdes e 0s conceitos transitam numa via de mao dupla, visto que “um conceito
ndo assume a sua significacdo numa Unica classe de situac@es, e uma situacdo ndo se analisa
com o auxilio de um tnico objetivo” (VERGNAUD, 1996, p. 190). Percebemos que as ideias
de Vergnaud corroboram com as discussdes propostas pelo NCTM (2000, p. 68) quando sugere
que “a fim de compreender profundamente um conceito matematico especifico — e muitos

outros conceitos na matematica escolar — os alunos precisardo de uma variedade de

representagdes que apoiem a sua compreensao”.

%0“Situagdo no sentido de tarefa, a ideia de que qualquer situagdo complexa pode ser analisada como uma
combinagao de tarefas, cuja natureza e dificuldades proprias ¢ importante conhecer” (VERGNAUD, 1996, p. 167).
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Na busca pela construgdo de um campo conceitual, temos que estar atentos a forma de
representacéo e interacdo conceitual (relativa) dos sujeitos. Entender como eles a representam
e subsidiar uma relacédo favoravel dessa para com o objeto de conhecimento é fator essencial
para a formacdo conceitual. Nesse quesito, a TCC faz uma menc¢do a funcdo simbdlica
defendida por Piaget, ressaltando que a forma como a crianga compreende e aprende um
conceito esta relacionada ao conjunto dos elementos simbdlicos que ela utiliza para representa-
lo. Esses elementos serdo subjacentes e locais, podendo ser verbais, gestuais, operatorios,
gréficos etc.

Numa relagdo entre a psicologia e a teoria, Magina et al (2008) propdem que o elemento
“S” da terna de Vergnaud refere-se a realidade ou ainda o referente da crianca, enquanto que
os elementos “I” e “R” sdo a sua representacdo simbolica. E que essa representacdo esta
relacionada aos aspectos do pensamento referente ao significado e significante,
respectivamente. Presumimos que essa interagcdo requer uma atencao especial tanto de quem
ensina como de quem aprende, “¢ através das situagdes ¢ dos problemas a resolver que um
conceito adquire sentido para a crianga” (VERGNAUD, 1996, p. 156). Esse toma forma e se
torna real, principalmente, se pensarmos nos objetos matematicos como seres inanimados e suas
representaces matematicas abstratas.

Pesquisadores como Raymond Duval®! discutem que a existéncia de um objeto
matematico esta apenas no campo imaginario, psicolégico e para tomar forma no mundo fisico
necessita de mais de um registro para se tornar acessivel. Isto significa que devemos estar
atentos a forma como um estudante representa um campo conceitual. Essa forma esta ligada a
sua concepcao (pensamento) e na sua competéncia em representa-lo simbolicamente, utilizando
simbolos matematicos adequados. Nesse interim, a TCC recorre novamente as raizes
piagetianas de esquemas para se apoiar e ampliar seu campo de atuacdo quando ressaltam que
“os esquemas estdo no centro das estruturas cognitivas: assimilagdo e acomodagdo”
(VERGNAUD, 1996, p. 159). Para compreender essa ideia, recorremos a Magina et al (2008,
p. 10) quando discute que:

Esquema significa a forma como uma pessoa (0 aluno) organiza seus invariantes de
acdo ao lidar com um conjunto de situagbes analogas. O esquema tem por
caracteristicas: (a) ser local, isto é, ele se refere ao entendimento de uma agdo em uma
dada situacdo; (b) ser organizador de invariantes necessarios para (c) atuar naquela
situacdo de maneira implicita.

31Duval(1995) Teoria de Registros de Representagdo Semidtica.



52

Quando propomos uma situacdo-problema (tarefa matematica), os esquemas exibidos
representam os invariantes, as propriedades do objeto em estudo e os procedimentos ao realizar
determinada tarefa. E “é nos esquemas que se tem de procurar os conhecimentos-em-acto (Sic)
do sujeito, ou seja, os elementos cognitivos que permitem a ac¢ao (sic) do sujeito ser operatoria”
(VERGNAUD, 1996, p. 157). Esses fornecem subsidios para a analise do conhecimento
conceitual dos estudantes, uma forma de investigar se esses fazem parte de seu repertdrio ou se
eles (os estudantes) ndo dispdem de todas as competéncias necessarias no momento. Os
esquemas podem ser explicitos ou implicitos.

Nos esquemas explicitos, temos a ideia da concepgdo do estudante em relacdo ao
conceito, enquanto que nos teoremas-em-a¢do implicitos temos vestigios de sua competéncia e
habilidade. Os esquemas explicitos, muitas vezes, sdo automatizados (repetidos) e organizados
em sistemas de conhecimento adquirido formalmente no contexto escolar. Neles, o estudante
consegue verbalizar, explicar e estabelecer relagcdes entre o objeto de estudo e suas agdes no
campo conceitual restrito. Todavia, nos teoremas implicitos, os alunos ndo tém consciéncia de
suas acdes procedimentais, ndo conseguem estabelecer uma relacdo plausivel para com o0s
conhecimentos utilizados. Apresenta um conjunto de métodos necessarios (16gicos),
argumentos e uma sequéncia de ac¢des na tentativa de atingir um objetivo que pode conduzi-lo
ao éxito ou ao fracasso. Em outras palavras, eles tém ideia ou sabem resolver a situagéo-
problema corretamente (ou ndo), sem, contudo, saber expressar as razoes de cada acéo.

Como nosso estudo refere-se aos niveis de raciocinio algébrico dos estudantes dos anos
iniciais do Ensino Fundamental®® nos interessa os esquemas implicitos, aqueles com os quais
N0SS0S sujeitos da pesquisa se apropriardo na tentativa de resolver as atividades propostas no
instrumento investigativo®®. Nesses esquemas, buscaremos identificar a existéncia de um
teorema-em-acdo que subjaz a acdo do estudante. Consideramos que sdo os “teorema-em-acto
0s conhecimentos contidos nos esquemas; podemos igualmente designa-los pela expressédo
mais global de invariantes operatdrias. [...] O reconhecimento das invariantes €, pois, a chave
da generalizagdo do esquema” (VERGNAUD, 1996, p. 160-161). Convem ressaltar que o termo
teorema-em-acdo foi cunhado anteriormente por Piaget, porém Vergnaud ampliou e estudou
seu campo de atuagéo, tornando-o um elemento importante na busca por entendimentos do

processo de formacdo de um conceito matematico.

2.1.2 Teorema-em-acgéo e sua relacdo nos esquemas e no saber dos estudantes

%2Atualmente, a Algebra faz parte do curriculo dos anos finais, do Ensino Fundamental (capitulo I).
3BInstrumento investigativo denominado teste, sera exibido no capitulo de metodologia.
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Os teoremas-em-acdo ndo representam 0s teoremas convencionais com 0S quais 0S
conhecimentos se apoiam, eles “sdo definidos como relagdes matematicas que sdo levadas em
consideracdo pelos alunos, quando estes escolnem uma operacdo, ou uma sequéncia de
operagdes para resolver um problema” (MAGINA et al, 2008, p. 10). Esses teoremas
apresentam relacGes lo6gicas matematicas usadas pelos estudantes de forma implicita.
Apresentam, em sua base, a¢cfes intuitiva e/ou dedutiva ou ainda fruto de um determinado
campo conceitual em formacdo. Normalmente, ndo podem ser verbalizados pelos estudantes,
na sua maioria, sdo implicitos (VERGNAUD, 1996) e de representacdo idiossincratica. Sua
representacdo (registro) ocorre por modelos de raciocinio subjacentes em linguagem materna,
diagramas, figuras, operaces sistematizadas (ou ndo), tabelas, graficos e, ainda, por um insight
resultante de sua progressdo matematica.

Nosso estudo centra-se no campo conceitual das estruturas algébricas com suas
propriedades implicitas e ndo nas concepg¢des dos sujeitos, uma vez que eles ainda ndo as
dispdem em seu repertorio conceitual (estudantes dos anos iniciais). Nesse contexto, é de
extrema importancia identificar e compreender nos esquemas apresentados pelos estudantes 0s
teorema-em-agdo que podem ser considerados como evidéncias das manifestacdes do
raciocinio algébrico. Sua existéncia tende a ser um fator relevante para entendermos como
atividades que trazem em seu contexto ideias algébricas (implicitas) podem ser percebidas e,
ainda, manipuladas pelos estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental.

Na possibilidade de analisar os teoremas-em-acao apresentado pelo estudante ao realizar
uma determinada tarefa, podemos analisar suas acGes, suas estratégias matematicas e fazer um
diagnostico de seu saber. Uma vez que, “para estudar o comportamento matematico das
criangas, € necessario expressar 0s Teoremas-em-agdo em termos matematicos” (MAGINA et
al, 2008, p. 13). Para isso, devemos levar em consideracdo as estruturas operatorias, 0s
esquemas matematicos que ele reporta em suas acles e o nivel de sofisticacdo de sua
composigdo. Presumimos ser possivel observar e identificar nas estruturas
aritméticas*abordadas, no primeiro e segundo ciclos, do Ensino Fundamental, vestigios,
contribuices ou acomodagbes das ideias da Algebra. Essas ideias podem retratar uma
continuidade conceitual (filiacdo) e/ou saltos epistemoldgicos e situar-se na concepcao de uma

aritmeética generalizada, conforme retratada por Usiskin (1995).

3 As propriedades operatorias e as relagdes fundamentais dos niimeros e quantidades.
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Na relacéo entre o saber e o fazer do estudante, temos a competéncia do educando que
numa determinada atividade pode ser analisada sob trés categorias: (a) do acerto e erro; (b) do
tipo de estratégia utilizada e (c) a da escolha do método adequado (MAGINA et al, 2001). Na
observacdo dessas categorias, podemos identificar o nivel de raciocinio, a maturidade
intelectual e a forma como os estudantes percebem um determinado conceito. E nos esquemas
operatdrios por detras do teorema-em-agao que o raciocinio do estudante se manifesta e sinaliza
suas habilidades e potencialidades.

Podemos dizer que esses esquemas em acdo serdo Uteis como suporte e ferramenta para
rastrear a relacdo entre o conhecimento implicito intuitivo e os conhecimentos que os estudantes
conseguem explicitar (VERGNAUD, 1996). Seja eles acertados ou ndo, numérico ou iconico,
em linguagem materna ou outro tipo de linguagem que permitird compreensdo do nivel
cognitivo dos estudantes em relacédo as nocdes algébricas.

Consideramos, em nosso estudo, ser imprescindivel identificar o fundamento e qual o
alcance desses teoremas-em-acdo para o raciocinio algébrico dos estudantes do Ensino
Fundamental. Pois, a partir dessa verificacdo, poderemos utiliza-los em beneficio de um ensino
dindmico e de uma aprendizagem significativa® para as nocdes basicas que fundamentam a

Algebra Elementar na perspectiva da Early Algebra.

2.1.3 Os campos conceituais estudados por Vergnaud

Na teoria dos campos conceituais, Vergnaud (1996), estuda quatro campos conceituais:
das estruturas aditivas, das estruturas multiplicativas, da Algebra e da geometria. Eles
representam um construto teérico para a compreensao e desenvolvimento integral de um
determinado conceito. E, esse conceito, ndo se desenvolve isoladamente. Para Falcdo (2003, p.
39), os campos conceituais apresentam uma dupla acepcao:

Trata-se ao mesmo tempo do nivel de complexidade e inter-relacionamento de que €
capaz um determinado individuo, em relacdo a determinado conceito, e trata-se

igualmente do nivel de complexidade culturalmente compartilhada quando se fala de
um corpo de conhecimento institucionalizado.

Em sua teoria, Vergnaud desenvolveu quatro campos conceituais. Primeiro, 0 campo
conceitual aditivo, segundo, 0 campo conceitual multiplicativo, em terceiro, o0 campo conceitual

da Algebra e, por Gltimo, o campo conceitual geométrico. Esses dois Ultimos ainda se

%Teoria de Ausubel (1982).
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encontram inacabados, precisando de mais estudos. Vale ressaltar que o nosso estudo nao
contempla o campo conceitual geométrico, por isso ndo traremos discussdes sobre ele. Com o
intuito de favorecer a relagdo entre a TCC e a nossa pesquisa, faremos uma sintese dos trés
primeiros campos conceituais como elementos importantes para a investigacao.

Com relagéo aos dois primeiros campos conceituais, o aditivo e o multiplicativo,
podemos dizer que eles foram estudados a contento por muitos pesquisadores. No Brasil, varios
trabalhos contribuiram para o estudo e ampliacdo dos campos conceituais das estruturas aditivas
e multiplicativas (MAGINA, 2004, 2008; MERLINI, 2012; SANTOS, 2012; SANTANA,
2011; GITIRANA; COL, 2015; MOURO; MOREIRA; BORBA). E o terceiro campo
conceitual, o algébrico, tem sua base de estudo em Falcdo (1993, 1995 e 2003).

2.1.3.1 Campo conceitual das estruturas aditivas

O campo conceitual das estruturas aditivas ¢ relativo a uma classe ou “o conjunto de
situacOes que exigem uma adicdo, uma subtracdo ou uma combinagdo destas duas operagdes”
(VERGNAUD, 1996, p. 167). Apresentam-se numa relacdo ternaria. Simultaneamente, as
operacOes de adicdo e subtracdo encontram-se também no campo aditivo, 0s conceitos e 0s
teoremas que permitem analisar essas situacdes como tarefas matematicas.

Seus elementos constitutivos sdo os conceitos de cardinalidade e de medidas; de
transformacédo temporal por aumento ou diminuicéo; de relacdo de comparacdo quantificada;
de transformacoes e de relacdes; de operacdo unaria entre outros que trazem caracteristicas
explicita ou implicita de uma adicdo. Esses conceitos ndo aparecem de forma isolada, por isso,
para que o estudante seja capaz de adentrar e dominar as estruturas do campo aditivo, ele
necessita ser exposto em varios tipos de situacdes. Seja no ambito do calculo numérico, ou do
calculo relacional®®.

Para Vergnaud (1996) existem trés relacdes que se comportam com base numa situacao
de estrutura aditiva: a composicao, a transformacao e a comparacao. E elas ainda podem ocorrer
simultaneamente, interligando-as entre si, em subcategorias. Teremos, segundo o autor, seis

relagOes aditivas de base:

I. A composicao de duas medidas numa terceira. Il A transformacédo (quantificada) de
uma medida inicial numa medida final. 1ll. A relacdo (quantificada) de comparacéao

%ConstatacGes simples que os estudantes podem fazer sobre sua realidade, formas operatérias de um raciocinio
nem sempre constataveis (VERGNAUD, 2014).
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entre duas medidas. IV. A composicdo de duas transformacdes. V. A transformacéo
de uma relagdo. VI. A composicdo de duas relagcbes (VERGNAUD, 1996, p. 172).

A observacdo e a aplicacdo dessa disposicdo em situacfes-problema possibilitam, em
sala de aula, um ensino e uma aprendizagem ancorados ndo apenas num unico conceito aditivo,
mas no campo conceitual das estruturas aditivas, como um todo.

A relacdo de composicdo compreende situacbes que envolvem parte-todo, ou seja,
nessas tarefas o estudante necessita juntar as partes para formar um todo. Nessa classe de
situagBes-problema, as criancas (bem novas) apresentam um dominio quase imediato, uma vez
que nessas 0 objetivo ndo é de acrescentar, e sim de juntar as partes ao todo (MAGINA et al,
2008). Sua forma de resolucdo perpassa na maioria das vezes pelo processo de contagem. No
intuito de exemplificar uma relacdo aditiva de composicdo, traremos a seguinte situacao-
problema: Diogo tem cinco carrinhos e ganhou de seu avd mais trés carrinhos. Quantos

carrinhos ele tem agora? Representando a situacdo-problema no diagrama, teremos:

Modelo do diagrama para problemas de composigao
Parte 1
5
+ Todo ?
Parte » 3

Fonte: Elaborado pela autora, adaptacdo de Magina et al (2008, p. 20).

A classificagcdo de uma situacdo-problema como uma transformagéo consiste naquela
em que o critério de temporalidade envolve os dados abordados. Nessa teremos a existéncia de
dois estados distintos: um inicial e o outro final e, entre eles, uma transformacdo de perda ou
ganho, de acréscimo ou decréscimo, ou seja, uma transformacéo positiva ou negativa. Esta
transformacéo ocorre de forma dindmica, no sentido em que liga estados sucessivos de uma
mesma realidade (VERGNAUD, 2014). No intuito de compreender melhor esse tipo de
classificagdo, consideremos a seguinte situacdo-problema: Giovanna gastou parte de sua
mesada do més de dezembro na compra um perfume de R$ 80. Ficando ainda com R$ 150.
Quanto Giovanna ganhou de mesada?
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Modelo do diagrama para problemas de transformagéo

? 150

Estado inicial Estado final
Fonte: Elaborado pela autora, adaptacdo de Magina et al (2008).

No que tange a classe de situac@es-problema que envolve uma comparagdo entre duas
quantidades, consideramos aquelas que comparam duas quantidades em que uma sera
denominada referente, e a outra o referido (MAGINA et al, 2008). Sendo o referente a base de
referéncia da situagdo-problema, e o referido o valor dependente dessa base. Esta relagéo
segundo Santana (2008) consiste numa relacdo estatica. Para visualizar essa classificagéo,
consideremos a seguinte situacao-problema: Matheus recebe R$ 60 a menos de mesada que seu
irmdo Diogo. Neste més, Diogo recebeu R$ 200 de mesada. Qual o valor da mesada que
Matheus recebeu neste més?

Modelo do diagrama para problemas de comparacao

? Referido

Relacéo

200 Referente

Fonte: Elaborado pela autora, adaptacdo de Magina et al (2008).

No contexto deste estudo ndo discutiremos as trés classificagbes mistas
(subcategorias) de situacbes-problema, sugerida por Vergnaud (1996), embora as consideremos
essenciais para a aprendizagem de uma estrutura aditiva.

A exploracéo de situagdes-problema que contemplem as classificacfes basicas aditivas
torna possivel a exploracdo dos diferentes tipos de tarefas que envolvem uma estrutura aditiva
sem criar uma automatizacdo operatoria. Uma vez que, para muitos estudantes, uma situagdo
aditiva, remete imediatamente a uma soma. Ou seja, o resultado de uma situacéo-problema de

estrutura aditiva consistird sempre numa soma dos valores dos dados abordados.
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2.1.3.2 Campo conceitual das estruturas multiplicativas

Conforme ja discutido anteriormente, um conhecimento matematico ndo se forma
sozinho, ele necessita de uma interacdo entre as situagdes cuja natureza o desperte na estrutura
cognitiva de um estudante e entre seus pares. Assim como nas estruturas aditivas, convém
ressaltar que o campo conceitual das estruturas multiplicativas é

Simultaneamente, o conjunto das situacBes cujo tratamento implica uma ou varias
multiplicacbes ou divisGes e o conjunto dos conceitos e teoremas que permitem
analisar estas situacOes: propor¢do simples e proporgdo multipla, fungdo linear e n-
linear, relacdo escalar direta e inversa, quociente e producdo de dimensdes,

combinacdo linear e aplicacdo linear, fraccdo, relagdo, nimero racional, multiplo e
divisor, etc. (VERGNAUD, 1996, p. 168).

Esses conhecimentos variam de acordo com o nivel de conhecimento dos educandos, da
sua cultura e, também, de acordo com as concepcdes dos professores regentes. Devido a grande
variedade dos conceitos envolvidos nesse campo conceitual, a apropriagdo dos seus
conhecimentos ocorrera ao longo de todo o Ensino Fundamental (MAGINA; MERLINI;
SANTANA, 2013). Isso implica numa formacéo (ou conscientizacdo) docente na area, num
planejamento que privilegia situaces-problema diversificados e um tempo maior de estudo.

As relagdes béasicas das estruturas multiplicativas se manifestam em relagGes ternarias e
quaternérias. Nas ternarias, temos um simples algoritmo nas operac¢fes de multiplicagdo ou
divisdo, por exemplo: 7.5 = ?; 20 : 2 = ?. Observamos que temos dois valores (7 e 5; 20 e 2)
e gueremos encontrar um terceiro valor que se destina ao resultado do algoritmo e que esses
valores ndo necessitam de uma grandeza especifica. Enquanto que nas quaternarias as
situacOes-problemas mais simples de multiplicacdo ou divisdo implicam numa proporcao
simples de duas variaveis. Como por exemplo: Um carro tem quatro rodas. Quantas rodas
terdo cinco carros? ldentificamos nessa situacdo-problema duas grandezas distintas (nimero
de carros e de rodas). Temos trés valores conhecidos e necessitamos encontrar um quarto valor
(nimero de rodas para cinco carros).

Uma relacdo quaternéria se divide em duas classes de situagdes-problema: uma
correspondéncia de um para muitos, e outra correspondéncia de muitos para muitos
(VERGNAUD, 1996). No que tange a correspondéncia de um para muitos, ela acontece quando
a relacdo entre as variaveis esta explicita (MAGINA; MERLINI; SANTANA, 2013), como no
exemplo anterior (um carro, quatro rodas). Enquanto que na correspondéncia de muitos para

muitos, essa relacdo encontra-se implicita, ou seja, ndo é possivel identificar a relagdo para uma
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Unica variavel. Como, por exemplo, na situacdo-problema: Com R$ 2 se compra trés canetas.
Quantas canetas poderemos comprar com R$ 12? Podemos notar que ndo temos como saber 0
valor exato de uma Unica caneta, logo a correspondéncia existente entre o valor em real e 0
numero a ser adquirido de canetas sera a de muitos para muitos.

Desse modo, identificamos nas estruturas multiplicativas assim como nas aditivas uma
conexao entre sua fundamentacdo tedrica e os conceitos algébricos implicitos. Essa conexao
diz respeito a continuidade e ruptura (saltos epistemoldgicos) da aritmética em relacdo a
Algebra.

2.1.3.3 Campo conceitual da Algebra

No contexto algébrico, assim como nas estruturas aditivas e multiplicativas, nenhum
conceito se desenvolve em uma Unica situacdo nem uma situagdo abarca um Unico conceito.
Isto equivale dizer que, para que um conceito algébrico se desenvolva e seja assimilado pelo
estudante € necessario que ele seja construido mediante um proposito especifico pertencente ao
seu campo conceitual.

Para identificar os elementos que habitam o campo conceitual da Algebra, iremos
situd-la na perspectiva de ferramenta. A primeira como uma ferramenta representacional, e a
segunda como instrumento utilizado para a resolucéo de situacdo-problema (FALCAO, 1993).
No que tange a Algebra como ferramenta representacional, seu campo conceitual terd como
elementos bdsicos os “nimeros, medidas, incognitas e variaveis, regras de atribui¢do de
simbolos, gama de acepc¢des do sinal de igual” (FALCAO, 2003, p. 40). Nesse contexto,
podemos predizer que a Algebra se destina & descrigéo de relagBes entre grandezas, na deducio
de propriedades e na compreensdo do funcionamento das estruturas basicas da aritmética.

No que concerne & perspectiva da Algebra como uma ferramenta base para resolugdo
de situacOes-problema, encontraremos como elementos principais do seu campo conceitual os:

Operadores, sintaxe, prioridade de operagBes, principio da equivaléncia,
conhecimentos-em-acdo  vinculados experiéncias extra-escolares (sic) de

compensacao e equilibrio, fatos aritméticos instrumentais (ex: elemento neutro da
adicdo) (FALCAO, 2003, p. 40).

Nesse ponto de vista, a Algebra abriga uma natureza objetiva para a resolucdo de
situagBes que sdo passiveis de tratamento matematico e formalizacdo algébrica, tornando-se

uma ferramenta aplicavel aos mais variados campos do conhecimento cientifico. Esse ponto de
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vista foi situado nas concepgfes processologica e linguistico-postulacional, ja discutidas no
capitulo I deste estudo.

Todavia, o campo conceitual da Algebra e a apropriacdo dos conceitos algébricos
apresentam-se como uma atividade complexa que abrange quatro aspectos cognitivos: (i)
reconhecimento de determinadas funcgdes algébricas; (ii) formalizacdo do problema; (iii)
conhecimentos dos objetos algébricos e (iv) conhecimento do que fazer a partir de uma equacgao
(FALCAO, 1993). Para o primeiro aspecto, temos a Algebra como geracdo de modelos para
resolver situacdes-problema aritmeticamente insoltveis. O segundo aspecto, versa sobre 0
potencial algébrico de equacionar ou dispor dos significantes necessarios para a recodificacdo
de variadas situacbes-problema. Ja no terceiro aspecto, temos a Algebra como objeto
matematico: funcgdes, equacdes, variaveis e incognitas. E, por fim, no que concerne ao quarto
aspecto, temos que a atividade algébrica deve mobilizar algoritmos apropriados para encontrar
uma solucdo em um numero finito de passos. Ou ainda, mostrar que para uma determinada
situacdo-problema néo existe solucao.

Além disso, no campo conceitual da Algebra, uma situacdo-problema deve abranger
quatro etapas conexas: (i) mapeamento do problema; (ii) escrita algébrica; (iii) procedimento
de resolucdo e (iv) retomada do sentido (FALCAO, 2003). A primeira etapa refere-se a
representacdo mental de uma situacdo-problema, sua categoria conceitual, a identificacdo dos
dados (variaveis e parametros) e das relaces que a fundamenta. No que tange a segunda etapa,
temos sua equacionalizacdo, uma transposicdo aritmética para uma organizacdo algébrica. A
terceira etapa consiste na perda de um referencial semantico para o estabelecimento de um
referencial sintatico. A construcdo de regras que conformam um objeto algébrico. Por fim, na
quarta etapa, temos a formulacdo da resposta final da situacdo-problema confrontada com o
saber fazer a que se refere.

O escopo do campo conceitual da Algebra privilegia um conjunto de circunstancias em
que o interesse tedrico atente para a construcdo, o desenvolvimento e a ampliacdo do
pensamento algébrico, uma vez que muitas situacdes-problema trazem suas caracteristicas

algébricas implicitas e/ou camufladas aritmeticamente.

2.2 A Early Algebra

Nessa subse¢do nosso foco é discutir a Early Algebra do ponto de vista educacional,

suas implicacdes pedagogicas, curriculares e metodoldgicas. A partir dessas discussdes moldar
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e constituir um conceito da Early Algebra que defenderemos como ancora do estudo
investigativo. E, por fim, trazer um pouco das pesquisas sobre o tema e seus reflexos nos anos

iniciais, do Ensino Fundamental.

2.2.1 Apresentando o grupo de trabalho da Early Algebra

Este grupo de trabalho teve origem na Conferéncia Algebra Gateway to Technological
Future®’, em novembro de 2006, nos Estados Unidos da América, que na ocasido cunhou o
termo Early Algebra a nivel mundial. Essa conferéncia contou com uma equipe de 50
pesquisadores que se dividiram em cinco Grupos de Trabalhos (GT) para discutirem sobre a
Algebra, seu ensino e sua aprendizagem. Dentre os grupos formados, vamos evidenciar o GT1,
intitulado Early Algebra (EA). Esse grupo teve por base de trabalho estudar, analisar e
apresentar as propostas elencadas por pesquisas realizadas a partir da introducdo e
desenvolvimento das nocGes algébricas para estudantes que se encontram entre 6 e 12 anos de
idade®,

Esse grupo de pesquisadores (GT1) elaborou um relatério contendo as principais
pesquisas, diretrizes conceituais, procedimentais e propostas de a¢des para o ensino da Algebra
ja nos anos inicias. O GT1 as avalizou e validou uma discussdo prévia dos especialistas que
viam na antecipacdo das nocdes algébricas uma possibilidade de mudar o paradigma da
Algebra. Uma oportunidade capaz de reverter o descaso, a abstracio e a mecanizac&o que seu
ensino estava posto. Um movimento que possibilitasse uma revisdao das abordagens
tradicionais, das metodologias e da ampliagdo de campo de atuagdo no Ensino Fundamental. O
objetivo foi identificar possibilidades para que essa antecipa¢do no ensino contemplasse a
necessidade de adequacdo aos novos pressupostos algébricos levantados pelos pesquisadores
(concretizados e em curso). Tiveram como pretensdo a implantacdo e a expansao de a¢des que
promovessem uma nova forma de pensar, de articular e de justificar os conhecimentos
aritméticos e suas propriedades no Ensino Fundamental. Que, em consequéncia, desenvolvesse
0 habito de cultivar habilidades mentais e contribuisse para um raciocinio indutivo e dedutivo,

tendo por base 0s elementos centrais da:

$"Disponivel em: <http://www2.research.uky.edu/pimser/p12mso/pub/2009-
10%20Archives/Everyone%20Passes%20Algebra%202009/Algebra-Gateway-Tech-Future.pdf>. Acesso em: 20
agosto 2016.

3Situando-o no contexto educacional brasileiro o estudo proposto nesse GT contempla os anos iniciais e inicio
dos anos finais, do Ensino Fundamental.



http://www2.research.uky.edu/pimser/p12mso/pub/2009-10%20Archives/Everyone%20Passes%20Algebra%202009/Algebra-Gateway-Tech-Future.pdf
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(1) generalizar, ou identificar, expressar e justificar a estrutura Matematica,
propriedades e relacionamentos e (2) de raciocinio e agdes com base nas formas de
generalizacdo (KATZ, 2007, p.2, tradugdo nossa)®.

Para o GT1, as propostas da Early Algebra ndo deveriam ser vistas como uma
(re)embalagem de habilidades e procedimentos algébricos inseridos nos manuais educacionais
nem mesmo um acréscimo de conceitos para o curriculo existente. Essa deveria ser introduzida
a partir das situacbes matematicas pertencentes ao curriculo dos primeiros anos de escolaridade,
da Educacéo Basica.

Muitos especialistas reforcam essas ideias e apresentam diversos contextos que apontam
para a antecipacdo da Algebra nos anos iniciais, do Ensino Fundamental, como uma forma de
ensino algébrico ativo e uma aprendizagem adequada a partir das propostas da Early Algebra.
(Ver em DAVIS, 1985; KIERAN, 1996, 2004; KAPUT, 1998; KAPUT; BLANTOM, 2001,
2004; LINS; GIMENEZ, 2001; LINS; KAPUT, 2004; CARRAHER; SCHILIEMANN;
SCHARWARTZ, 2005; CARRAHER; SCHILIEMANN; BRIZUELA, 2006; BLANTON,
2007; BRIZUELA; SCHLIEMANN, 2007; KIERAN et al, 2016) e organismos institucionais,
como (NCTM, 1989, 2000; ICME, 2001, 2004) e as diretrizes da BNCC (BRASIL,2017) entre
outros.

Esses pesquisadores defendem que se forem disponibilizados desde os anos iniciais as
nocdes que compdem a base da Algebra, os estudantes poderdo avancar nas futuras concepcoes
algébricas com uma base mais sélida, de forma autbnoma e com qualidade conceitual elevada.
Enxergardo, na Algebra, um principio organizador do curriculo da matematica elementar, que
possibilitard o desenvolvimento das competéncias necessarias para a proficiéncia em
Matematica infantil, tais como: a compreensao conceitual, a fluéncia processual, a competéncia
estratégica, o raciocinio adaptativo e a disposi¢do produtiva (KILPATRICK; SWAFFORD;
FINDEL, 2001).

Em nossa pesquisa interessa-nos os estudos sobre 0s mecanismos organizacionais para
essa antecipacdo do ensino e também como eles podem contribuir para a formacdo dos
conceitos algébricos desde os primeiros anos de escolaridade. Logo, convém-nos estabelecer
nossa forma de conceituar a Early Algebra. Para fazé-la, fundamentaremos nosso conceito nas
discussdes de pesquisadores e a qual passaremos a defender neste estudo.

Iniciaremos em Blanton et al (2007, p. 7, traducdo nossa) quando essa afirma que a

Early Algebra “ndo se destina a ser vista como um conjunto separado de atividades que 0s

39(1) generalizing, or identifying, expressing and justifying mathematical structure, properties, and relationships
and (2) reasoning and actions based on the forms of generalizations.
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professores (talvez) ensinem depois que as habilidades e procedimentos aritméticos foram
dominados™0. Para Carraher e Schliemann (2005), a Early Algebra reside quietamente nos
curriculos de matematica e deve fundamentar-se em contexto de resolucdo de problemas.
Devemos introduzir uma notacdo simbolica de forma gradual e entrelacada com os temas
existentes na matematica dos anos iniciais. Em Katz (2007), encontramos que a Early Algebra
possibilita o desenvolvimento em conjunto com a aritmética de competéncias, estratégias e a
capacidade de raciocinio adaptativo. Esses exigem uma reflexdo e a construcdo de argumentos
de justificacdo e explicitacdo de uma ideia Matematica e sdo, gradualmente, convertidos em
notacdes algébricas. Convém ressaltar que em Kieran (2004, 2011) e Kieran et al (2016), essa
se apresenta como uma proposta da ndo dependéncia de letras simbdlicas, uma vez que 0 uso
de letras ndo equivale a fazer Algebra (RADFORD, 2006). Ela fundamenta-se na analise de
relacdo entre quantidades, percepcdo de mudancgas em estruturas generalizantes, resolucao de
problemas e modelagem como ferramentas para formar a base do pensamento algébrico nos
anos iniciais. A sistematizacdo de um algoritmo, de um sistema de numeracdo e o uso dos
numeros podem ter um carater algebrico se a intencdo ndo for os calculos por si apenas, mas
um exemplo genérico, um modelo (KAPUT, 2008a).

Baseados nessas discussdes inferimos conceituar e a defender a Early Algebra — como
um programa de ensino matematico direcionado para os anos iniciais do Ensino Fundamental
que permite o desenvolvimento de competéncias e habilidades algébricas a partir de situaces
no contexto aritmético. Entendemos essas competéncias algébricas em trés bases: (1) a
generalizacdo; (2) a relacdo de equivaléncia e (3) a no¢do de variabilidade.

No tocante a generalizacdo, essa se baseia num raciocinio de alto nivel, uma vez que o
estabelecimento de relacbes ndo é imediato, perpassa por deducdo de regras de padrBes
numéricos e faz com que o sujeito estabeleca processos ndo-algoritmicos (LINS; GIMENEZ,
2001). Temos que, esse tipo de raciocinio potencializa a capacidade de identificar, compreender
e explicitar algebricamente um comportamento de padrdes e suas variagoes.

Na relagédo de equivaléncia, traremos uma analogia entre uma identidade aritmética e
uma identidade algébrica e os principios de resolugdo instituidos, quer por operacfes inversas
ou processos aditivos, quer multiplicativos, respectivamente. E, por fim, consideramos a
variabilidade como a capacidade de identificar a correlacdo entre grandezas funcionais e sua

explicitacdo algébrica.

40That is, it is not intended to be viewed as a separate set of activities that teachers (might) teach after arithmetic
skills and procedures have been mastered.
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Nossa pesquisa Early Algebra: prelddio da Algebra por estudantes do 3° e 5° anos do
Ensino Fundamental apresenta-se ancorada nas discussdes do campo da Early Algebra, suas
implicacdes curriculares, pedagogicas e metodoldgicas. Para fundamentar nossa pesquisa,
apresentaremos estudos (em ordem cronoldgica temporal) que trazem a triade Early Algebra —

estudos correlatos — nossa pesquisa.

2.2.2 Estudos Correlatos

Nesta subsecdo, comecaremos trazendo a pesquisa de Falcdo (1993) com um grupo de
93 estudantes do sistema de ensino béasico francés, com o objetivo de averiguar a relacdo da
Algebra para com a resolugio de problemas. Esse estudo teve como proposta investigar a
Algebra como ferramenta para modelar, representar e resolver situacdes-problema em que as
operacdes aritméticas eram insuficientes ou resultavam em calculos demasiadamente longos e
enfadonhos. O pesquisador a partir de seus resultados discorre sobre a importancia de se
trabalhar a Algebra em dois eixos dialéticos: a Algebra como objeto matematico e como
ferramenta suporte. No primeiro, a Algebra se apresenta como uma ferramenta para a
representacdo e construcdo de modelos matematicos generalizados. No segundo eixo, apresenta
a Algebra como uma continuidade aritmética. Apesar da hipdtese de ruptura entre seus
dominios admite “que muitos dos problemas enfrentados em didatica da algebra se originam na
aritmética” (FALCAO, 1993, p. 104).

As discussbes de Falcdo convergem com nosso estudo quanto a possibilidade de
guestionarmos a existéncia de raciocinios algébricos em estudantes que ndo dominam as
estruturas algébricas formais (por questdes curriculares ou por falhas no processo de aquisi¢cédo)
e na forma de introduc&o da Algebra como um modelo pronto a ser seguido.

Outro estudo que apresenta relevancia algébrica foi o de Carraher e Schliemann (1995)
numa série de trés estudos longitudinais em escolas publicas, de um bairro de Boston, EUA.
Teve como foco a investigacdo do raciocinio algebrico e as representaces de fungdes entre
criancas de 8 a 11 anos de idade. Esse estudo apresentou, por base, integrar 0 ensino da
aritmética com a introducdo de principios e representacdes algébricas. Nele, os autores
corroboram com Falcdo quando discutem a possibilidade de associar as no¢oes algébricas as
situacOes aritméticas, ressaltando ser possivel a inclusdo das nogoes de variaveis, das funcoes
e das equacdes como uma forma de compreender e justificar as propriedades do raciocinio
aritmético. Para os pesquisadores, 0s impactos dessa dindmica tende a contribuir positivamente

para aprendizagens significativas e duradouras tanto da aritmética como da Algebra.
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Constitui evidéncias de que os mesmos principios que possibilitam a introdugdo de
conceitos e representagdes algébricas, nos primeiros anos do curriculo escolar,
contribuindo significativamente ndo s6 para a compreensdo aprofundada da
aritmética, mas também para a aprendizagem e compreensdo da matematica em séries
avancadas (CARRAHER; SCHLIEMANN, 20186, p. 63).

A pesquisa citada converge para nossa investigacdo quando ressalta a viabilidade de
trabalhar as relagdes aritméticas integradas, as nogdes algébricas como proposta de averiguar a
existéncia de um raciocinio algébrico em criancas de anos escolares iniciais. Ao discutir as
operacdes aritméticas como funcdo, suas multiplas representacGes e, também, a concepcao de
uma equacdo como igualdade de funcBes, seu estudo esta fortemente ligado ao nosso
instrumento diagndstico e as nossas perspectivas pedagogicas.

Seguindo essa linha de convergéncia para o estudo da Algebra e a nossa pesquisa,
podemos destacar o documento elaborado no National Council of Teachers of Matematics
(NCTM, 2000), que segundo os Principios e Normas para a Matematica Escolar*! estabelecidos,
a aprendizagem algébrica deve ser disponibilizada a partir do pré-escolar (Brasil Educacao
Infantil) e servir como um fio condutor para a formacao de base sélida para sua progressao. O
qgue o documento propde como competéncia algébrica nos anos iniciais é que o estudante
compreenda a estrutura de padr@es, relagdes e funcbes. Que seja capaz de estabelecer uma
conex&o entre a aritmética e a Algebra. Que possa desenvolver o raciocinio algébrico a partir
do estudo dos numeros e suas operacdes; das relacdes funcionais; da analise das relacdes e do
reconhecimento e interpretacao de padrées. Num periodo de tempo (etapas escolares) suficiente
para que os conceitos algébricos possam ser assimilados e acomodados de maneira satisfatoria
e significativa. Propomos que “os alunos devem aprender matematica com compreensao,

construindo ativamente novos conhecimentos a partir da experiéncia e conhecimento prévio”*2

(NCTM, 2000, p. 20, traducgdo nossa).

Ao discutir o raciocinio algébrico como uma das competéncias indispensaveis para 0s
estudantes dos anos iniciais e quais os conteldos sdo necessarios para mobiliza-lo, o NCTM
reforga nossa pesquisa quanto a sua validade, relevancia e natureza investigativa. Corroboramos
com as indicacdes desse documento que ao buscar identificar evidéncias de um raciocinio
algébrico num contexto aritmético possibilitamos uma nova forma de pensar e desenvolver o

ensino da Algebra para os anos iniciais, do Ensino Fundamental.

41Principles and Standars for School Matematics (STANDARS, 2000).
42Students must learn mathematics with understanding, actively building new knowledge from experience and
prior knowledge.
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Outro estudo que apresenta relagdo com nossa pesquisa é o de Brizuela (2006) que
retrata uma pesquisa feita com 18 estudantes de uma escola publica, em Boston, EUA. A
pesquisa teve “como objetivo compreender ¢ documentar questdes de aprendizagem e ensino
em um contexto aritmético algebrificado ou algebratizado” (BRIZUELA, 2006, p. 72). Vamos
retratar dois recortes de sua pesquisa: primeiro, uma aluna de nome Sara, e 0 segundo de trés
estudantes Jennifer, Nathan e Jeffrey.

No primeiro recorte, temos as observacdes, representacdes e explicacdes que a estudante
Sara exibia durante a resolucdo de atividades para os pesquisadores (Brizuela acompanhado por
outros dois pesquisadores) que foram relevantes para a compreensédo de como 0s estudantes
assimilam e constroem seu repertorio simbolico. Para os pesquisadores, deve-se “pensar sobre
as notacdes infantis ndo apenas como ferramentas com as quais os aprendizes podem
representar sua compreensdo e Seu pensamento, mas também como ferramentas para
desenvolvé-los” (Ibid., p. 70).

No segundo recorte, o foco foi uma entrevista clinica realizada com trés estudantes da
3% série (parte da amostra da pesquisa) Jennifer, Nathan e Jeffrey, no final do ano escolar, em
junho. Foi proposta uma discussdo oral da situagdo-problema “o caso de Raymond e a proposta
de fazer um negdcio” (Ibid., p. 99). Teve como objetivo identificar os varios tipos de notacGes
matematicas que os educandos mobilizam e quais as relagdes entre eles. Durante a discussao,
o0s pesquisadores foram questionando o porqué de cada acdo (dialogo). Ap6s 10 minutos, 0s
discentes ja haviam inferido e chegado a resposta correta e de uma forma admiravel. Esses
observaram que uma das criancas havia utilizado uma representacdo automatica que fizera parte
das oficinas (vetores e retas numéricas). Foram capazes de utilizar varios tipos de
representacdes (além das apresentadas anteriormente) e estabeleceram conexdes (mediada) das
primeiras respostas com as dos registros graficos. Em seu livro, sintese, a autora discute que
esse misto de representacdes pode ter sido incorporado ao seu repertorio cognitivo a partir das
experiéncias vivenciadas durante as atividades e adaptadas na tentativa de solucionar o
problema. Os estudantes internalizaram os conceitos algébricos de forma intuitiva e sistematica.

A forma como os estudantes fizeram uso de repertorios anteriores, justifica nosso estudo
que tende a ser de grande valor para o desenvolvimento (parcial) e antecipado dos conceitos
algébricos. Consideramos que se forem possibilitados diversos modos de se desenvolver um
raciocinio algébrico (precoce), os estudantes dos anos iniciais serdo capazes de inferir e avancar
algebricamente e autogerenciar a aprendizagem no campo conceitual algébrico.

Nosso interesse na pesquisa (BRIZUELA, 2006) € que esta valida nossa opinido quanto

a possibilidade de introdugdo dos conceitos algébricos nos anos iniciais, do Ensino



67

Fundamental. Nossa pesquisa conjectura que se os estudantes, desde cedo, forem confrontados
com situagBes da aritmética generalizada juntamente a Algebra poder&o desenvolver de forma
gradativa (e mais facilmente) estruturas basicas necessarias a compreensdo e apropriacdo das
ideias algébricas convencionais.

Outro estudo coerente com nossa pesquisa € a investigagdo desenvolvida pela
Universidade de Evora, Portugal, em um Programa de Formacdo Continua em Matemaética
(CANAVARRO, 2007). Nessa pesquisa, os professores, do 1° e 2° ciclos, participantes do
programa conduziram uma serie de atividades elaboradas pela pesquisadora. Tiveram dois
objetivos propostos: o primeiro consistiu em investigar as caracteristicas do pensamento
algébrico nas vertentes da aritmética generalizada e do raciocinio funcional; o segundo teve
como base identificar e analisar a presenca do contetudo (pensamento algébrico) nos curriculos
de matematica nos anos iniciais. Baseado nos resultados alcancados na pesquisa, a autora
ressalva que se for disponibilizado para os estudantes, dos anos iniciais, atividades de potencial
algébrico, eles poderdo desenvolver um pensamento algébrico rico e com sentido. Discute que
0 uso de situacOes de sequéncia, reconhecimento de padrao (geradores de uma generalizacéo)
e outros nessa linha de raciocinio apresentam potencial para desenvolver estratégias algébricas

sem a necessidade de um formalismo simbélico-sintatico.

Trata-se de aspectos bastante sofisticados do raciocinio matematico, que nem sempre
se tém reconhecido como proprios de criangas de sete ou oito anos de idade. Na
realidade, sdo aspectos que revelam a possibilidade de os alunos muito jovens se
envolverem no pensamento algébrico (CANAVARRO, 2007, p. 6).

Esta discussdo vem ao encontro de nossas expectativas investigativas no que concerne
a evidéncia de um raciocinio algébrico em estudantes dos anos iniciais que comporta aspectos
sofisticados que se manipulados adequadamente possibilitardo uma familiarizacdo e uma
progressdo conceitual algébrica.

A pesquisa de Freire (2007) traz um diferencial ao utilizar objetos de aprendizagem de
forma interativa numa perspectiva digital (uso de computador) e concreta (materiais
manipulativos) para investigar o desenvolvimento do pensamento algébrico, no Ensino
Fundamental. Numa abordagem qualitativa de foco exploratério com estudantes do 3° e 5° anos.
As atividades foram desenvolvidas com situagdes baseadas em outra pesquisa que tinha o
mesmo foco investigativo, porem com outra metodologia e ferramentas. Nessa investigacéo, a
autora constata que os estudantes superam suas dificuldades iniciais e elaboram estratégias de

resolucéo que facilitam a compreensdo de conceitos algébricos elementares.
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Essa pesquisa é similar ao nosso estudo quanto aos sujeitos investigados, estudantes do
3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, e com o mesmo objeto matematico (Early Algebra)
diferindo nas vertentes matematicas analisadas. A forma como a autora descreve a aplicagdo
das atividades também tem semelhanca com nosso instrumento investigativo, mas de outra
perspectiva.

Na tese de Freire (2011), temos uma reflexdo sobre os conhecimentos algébricos
observados num grupo de 11 professores dos anos iniciais. O estudo é baseado num paradigma
interpretativo, em que a autora propde oficinas de formacéo algébrica. Nessas, propdem-se
discutir as propostas do estudo da Algebra para o Ensino Fundamental, as concepcdes dos
professores e a falta de dominio conceitual desses para a execucao de planejamento na area
algébrica. Observamos nos relatos das oficinas uma preocupacdo com a formacédo dos docentes
e com sua metodologia para o ensino da Algebra. Ressalta que, em seus resultados, fica evidente
que a concepcdo dos professores tende a influenciar a formacao do conhecimento algébrico dos
estudantes, e que “é preciso que o professor esteja apto a conduzir os procedimentos para
ensinar determinado contetido” (FREIRE, 2011, p. 55). O autor aponta também para uma
relacdo complementar entre 0 pensamento aritmético e o pensamento algébrico dos professores,
sujeitos de sua pesquisa.

As discussdes da autora demonstram afinidade com a nossa pesquisa na relagcdo de
continuidade da aritmética para com a Algebra e na possibilidade de se romper com o
esteredtipo de uma Algebra mecanica, sem sentido (desvinculada da realidade). E também na
possibilidade de minimizar a rejeicdo estudantil a partir de investimentos na formacéo
continuada dos professores dos anos iniciais, do Ensino Fundamental.

Nos estudos de Silva (2012), as caracteriza¢des do pensamento algébrico dos estudantes
do 5° ano, do Ensino Fundamental I, numa pesquisa de natureza qualitativa com procedimentos
de andlise de conteldo. Com o objetivo de identificar, analisar e compreender as caracteristicas
do pensamento algébrico em tarefas de resolucdo de problemas. A partir das respostas das
tarefas (nem sempre corretas) dos estudantes, a pesquisadora identificou a evidéncia de indicios
de pensamento algébrico que tinha como funcéo expressar estruturas aritméticas descritas em
seus pensamentos generalizados.

Podemos considerar que as respostas das tarefas obtidas pela pesquisadora convergem
COm 0 que em nossa pesquisa No que concerne a busca em identificar os teoremas-em-acgao por
trés dos esquemas dos estudantes. E que se esses trouxeram indicios de um raciocinio algébrico
em estudantes que ainda ndo foram apresentadas as estruturas algébricas sistematizadas isto

significa que é possivel desenvolver um pensamento algébrico desprovido do formalismo
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convencional que resultard numa formacéo precoce de um raciocinio algébrico. Desse modo,
os fatos convergem para nossa pesquisa quanto a possibilidade de investigar os aspectos de um
raciocinio algébrico proveniente de uma estrutura aritmética. E, ainda, identificar nos esquemas
das criancas dos anos iniciais manifestacdes algébricas intuitivas e dedutivas.

Nos estudos de Civinsk (2015), a analise de uma proposta pedagogica que teve como
suporte atividades envolvendo as nogOes de regularidades, reconhecimento de padrdo e as
diferencas entre o sinal de igualdade no campo aritmético e no campo algébrico. Essas
atividades foram denominadas de atipicas e ludicas, pela pesquisadora, sendo aplicadas em
turmas do 3°, 4° 5° e 6° anos, do Ensino Fundamental. Os procedimentos metodoldgicos
seguiram os preceitos da metodologia qualitativa. Sua proposta investigativa foi identificar a
existéncia do pensamento algébrico nessas atividades de ensino, sem a necessidade de uma
manipulacdo de simbolos ou regras instituidas.

Esses estudos apresentam relagGes intrinsecas com nossa pesquisa no que concerne a
possibilitar a identificacdo de evidéncias de um raciocinio algébrico nos estudantes dos anos
iniciais (em especial as turmas do 3° e 5° anos) através de atividades que trazem no seu esbogo
relacdes implicitas da Algebra.

Por fim, numa mesma linha de pesquisa, os estudos de Teixeira (2016). Esse estudo
prop0s investigar o raciocinio funcional de estudantes do 5° ano, do Ensino Fundamental, a
partir de uma intervencgdo pedagdgica. Num estudo de natureza quase-experimental, mediada
por oficinas de ensino, o pesquisador trabalhou a ideia da funcéo polinomial de 1° grau. Essas
situacbes foram apoiadas nas proporcbes simples e sequéncias (numeéricas e iconicas). Os
estudantes passaram por um instrumento investigativo para a geracdo dos dados que nortearam
suas conclus@es e perspectivas futuras. Seu estudo apresenta semelhancgas consideraveis com
nossa pesquisa quanto ao habitat dos sujeitos (anos iniciais do Ensino Fundamental) e o objeto
matematico (Early Algebra). Os resultados encontrados pelo pesquisador revelam que a
aprendizagem dos estudantes ndo foi momentanea, o que nos remete a Teoria dos Campos
Conceituais (discutido na primeira se¢do deste capitulo) e a necessidade de um tempo para a
maturacgdo e para a vivéncia de experiéncias no contexto escolar que possibilite a formagdo de
um campo conceitual algébrico. Ademais, encontramos nos argumentos do pesquisador fatos
que reforcam nossa concepcao sobre a possibilidade de se introduzir as nocGes algébricas ja
nos anos iniciais. Em seus estudos, Teixeira (2016) ressalta que estudantes apresentaram
resultados positivos quanto a aplicagcdo de instrumentos diagndsticos para investigar os

esquemas. Reforca o quanto tende a ser frutifera a introducéo dos estudos da Algebra nos anos
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iniciais, do Ensino Fundamental, como uma preparacio para a introducio da Algebra Elementar

Formal.
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CAPITULO 111

PERCURSO METODOLOGICO DO ESTUDO

Neste capitulo delineamos a nossa proposta de pesquisa que teve como objetivo
comparar as competéncias e os esquemas de a¢do dos estudantes do 3° e 5° anos do Ensino
Fundamental utilizam ao lidarem com situacdes-problema envolvendo os conceitos da Algebra
elementar e, ainda, identificar seus niveis de raciocinio algébrico usados para resolver tais
situacgdes. Para isso, elaboramos um estudo que fora delineado a seguir, com a finalidade de
alcangar o objetivo acima proposto.

Inicia-se discutindo a opgdo tedrico-metodoldgica, o material utilizado, um instrumento
diagnostico denominado de teste e, na sequéncia, apresentamos o universo de estudo, a amostra
e as etapas que permearam a pesquisa. Por fim, uma andlise a priori do instrumento

investigativo baseado nos conceitos da Matematica elementar e no nosso aporte teorico.

3.1 Fundamentos tedricos e metodoldgicos

Para atingir nossos objetivos optamos por uma pesquisa descritiva com uma abordagem
diagnostica que possibilitasse subsidios para responder as questfes: Quais as competéncias que
os estudantes de 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da
Algebra Elementar? Quais os esquemas que os estudantes dos 3° e 5° anos, do Ensino
Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar? e Quais 0s niveis
de raciocinio algébrico que estudantes dos 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, apresentam
ao lidar com problemas da Algebra Elementar?

Nosso estudo se baseou na identificacdo e compreensdo dos fendmenos inerentes ao

pensamento algébrico dos estudantes, com o proposito de delinear sua natureza, sua composi¢éo
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e 0S processos que o constituem ou que nele se apresentam (ver FIORENTINI, 2012; GIL,
2002; RUDIO 2001).

Temos em Fiorentini (2012, p. 70), que “uma pesquisa ¢ considerada descritiva quando
0 pesquisador deseja descrever ou caracterizar com detalhes uma situacao, um fendmeno ou um
problema”, o autor corrobora com nossos objetivos quando propomos identificar a existéncia
de um raciocinio algébrico e sua natureza. Para Rudio (2001, p. 56) “a pesquisa descritiva esta
interessada em descobrir e observar fenémenos, procurando descrevé-los, classifica-los e
interpreta-los” nesse quesito, temos, nos argumentos do autor, o aval para investigar esquemas
que os estudantes dos anos iniciais utilizam ao se depararem com situacOes atipicas. Como
nossa proposta de investigacdo consiste em identificar a relacdo entre os dominios da aritmética
e da Algebra encontramos, em Gil (2002, p. 42), o aparato tedrico essencial, pois para o autor,
uma pesquisa descritiva “tem como objetivo primordial a descri¢do das caracteristicas de
determinada populagao ou fendmenos ou, entdo o estabelecimento de relagdes entre varidveis”.

Como podemos verificar nas discussdes dos autores acima citados, os preceitos de uma
pesquisa descritiva comungam com nosso estudo investigativo na perspectiva que nossa
pesquisa vai além da descricao de fatos, fenémenos ou relacdes que identificam a existéncia do
raciocinio algébrico dos estudantes. Pretendemos identificar as caracteristicas relativas entre
variaveis (GIL, 2002), os niveis de generalizacdo aritmética e a capacidade de explicitar um
raciocinio algebrizado que os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, apresentam
guando lidam com situacGes-problema fora de seu contexto curricular. Investigaremos a
existéncia de elementos que caracterizam o pensamento algébrico que os estudantes dos anos
iniciais do Ensino Fundamental apresentam (KAPUT; CARRAHER; BLATON, 2008). Se
existem, que varidveis o constituem e se é possivel classifica-los e compreendé-los. A partir da
presuncdo que esses elementos existem como poderemos explicad-los ou, ainda, como
poderemos interpreta-los qualitativamente e quantitativamente?

Para validar o estudo faremos um tratamento cientifico (fundamentacdo teorica) e
tratamento estatistico (testes qui-quadrado, t-student e McNemar). Compararemos oS
desempenhos dos estudantes, as diferencas entre os percentuais de acerto por ano escolar, por
vertente algébrica, por representacdo e nivel de dificuldade. Traremos os resultados sob a luz
da estatistica e dos estudos tedricos que fundamentam a pesquisa.

A utilizacdo dos testes estatisticos e a relacdo investigativa cientifica sdo sustentadas no
fato que nossa pesquisa esta centrada numa abordagem qualitativa sem, todavia, abandonar a
dimenséo quantitativa dos dados coletados. Segundo Bogdan e Biklen (1994, p. 194) “os dados

quantitativos podem ter utilizagdes convencionais em investigagdo qualitativa”, pois quando
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nos propomos a fazer comparagGes necessitamos de dados numéricos para validar e/ou
categorizar resultados que correspondem a uma realidade ou para evidenciar verdades parciais.
Nosso foco investigativo se concentrara nas estratégias de resolucdo que os estudantes
apresentarem em cada um dos itens do teste como premissa para a interpretacdo dos dados
coletados independentemente de sua resposta. Nosso carater qualitativo corrobora com as ideias

dos autores, uma vez que,

[...] os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos; os investigadores qualitativos tendem a
analisar os seus dados de forma indutiva e o significado é de importancia vital na
abordagem qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 48-50).

Nessa perspectiva buscamos conhecer, interpretar e analisar o tipo de estratégia
(esquema em acdo) e o nivel de raciocinio que os estudantes dos anos iniciais, do Ensino
Fundamental, mobilizaram quando se deparam com situacdes da Algebra Elementar.

Posto isso, iniciamos nossa pesquisa a partir da submissdo do projeto ao Comité de Etica
da UESC/BA, cujo parecer n°1.853.509, foi favordvel ao estudo no que concerne ao seu aspecto
ético. Sendo este considerado favoravel no que se refere a relagdo direta entre objeto/problema
e seus objetivos, metodologia, bem como na ponderagéo entre os riscos e beneficios do estudo

para 0s participantes.

3.2 Universo da pesquisa

Nossa pesquisa aconteceu huma escola publica, numa cidade do sudoeste do Estado da
Bahia. Oferece as modalidades de Ensino Fundamental e Educacédo de Jovens e Adultos (EJA)
aos estudantes do bairro e regides circunvizinhas. Conta no total com 1.509 alunos, sendo 652
no turno matutino, 630 no turno vespertino e 227 no turno noturno na modalidade do EJA.
Divididos em 30 turmas do Fundamental e 6 turmas do EJA.

Nossos sujeitos da pesquisa sdo os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental.
A escolha dos estudantes do 3° ano aconteceu por dois motivos: em primeiro lugar, pelo fato
de que se encontram no final do 1° ciclo (BRASIL, 1998); e, em segundo, por estarem numa
fase em que o desenvolvimento cognitivo esta condizente com nosso objeto de estudo (periodo
operacional, PIAGET, 1977. Para os estudantes do 5° ano, a escolha foi levada em consideragéo
trés motivos: primeiro, pelo fato de estarem finalizando o 2° ciclo (BRASIL, 1998); segundo,

por se encontrarem num momento de transicdo escolar (anos iniciais — anos finais) e, em
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terceiro, por se encontrarem no periodo operacional concreto (PIAGET, 1977. Os educandos
selecionados contemplaram trés turmas de cada ano, num total de 148 estudantes. Sendo que
68 pertencem ao 3° ano, e 80 ao 5° ano. A escolha do horario matutino adveio mediante o
quantitativo de alunos de cada turma, pois nossa proposta € que cada aluno pesquisado
representasse menos que 1% do total da amostra investigada. Nossos sujeitos sdo, em sua
maioria, estudantes em idade regular (entre 0 3° e 0 5° ano) para os anos cursados, estando aptos

para participar de nossa investigacao.

3.3 Instrumento investigativo da pesquisa: apresentacao e analise a priori

3.3.1 Apresentando o instrumento da pesquisa

Para nosso estudo contamos como instrumento, um teste, por concordarmos com
Marconi e Lakatos (2013, p. 113) que “os testes sdo instrumentos utilizados com a finalidade
de obter dados que permitam medir o rendimento, a competéncia, a capacidade ou a conduta
dos individuos”. Ao identificar os esquemas de resolucdo numa determinada tarefa especifica
é possivel identificar vestigios e tipos de raciocinios (aritmético ou algébrico), o nivel de
conhecimento cognitivo mobilizado para sua resolugédo (ou tentativa) e o grau de maturidade
desses saberes.

Ponderamos que, em seu cotidiano, os estudantes do Ensino Fundamental, dos anos
iniciais, se defrontam constantemente com relacdes quantitativas distintas. Essas podem
pertencer aos dominios da aritmética generalizada*® e apresentar uma estreita relagdo como
pensamento algébrico. Sabendo desse fato, podemos presumir que se apresentarmos atividades
que exploram a generalizacdo, a explicitacdo de leis, o raciocinio intuitivo e dedutivo e a
identificacdo de estruturas operatérias influenciaremos a relagio com a Algebra Formal desde
0 inicio dos anos escolares. Acreditamos que enquanto manipula esse tipo de situacdo 0s
discentes desenvolvem habilidades para descrever e modelar* situacdes-problema numa
linguagem matematica especifica da Algebra. Essa forma metodolégica de ensino cujo

“objetivo ¢ que eles aprendam a raciocinar algebricamente e que os alunos comecem a adquirir

430 termo aritmética generalizada antes era sindnimo de algebra, letra-simbdlica, com suas equages e incognitas.
No contexto da Algebra precoce tem um sentido mais amplo remete-se as relagdes e as propriedades inerentes as
operagdes aritméticas, isto é, nimero/quantidade, operagdes, propriedades e funcbes (KIERAN, 2016, p. 10,
tradugdo nossa).

4 Modelar transformar ideias matematicas em estruturas aritméticas ou algébricas.
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uma linguagem simbolica algébrica para expressar e justificar suas ideias”*® (BLANTOM,
2007, p. 7, traducdo nossa). Tende a antecipar a familiarizacdo do processo légico formal, e
com isso desenvolver as estruturas necessarias a transicdo da Algebra informal (Early Algebra)
para a Algebra Elementar (formalizada).

Para que possamos atingir 0s objetivos e responder as perguntas propostas na pesquisa,
inicialmente elaboramos um teste piloto. Esse teste passou por quatro etapas: (a) elaboracédo das
atividades; (b) apreciacdo e ajuste proveniente das discussdes no grupo de pesquisa, orientacdo
e coorientacao; (c) diagramacao e impressao de uma matriz; e (d) aplicacéo a quatro estudantes
diferentes de nossa amostra pesquisada (criangas da mesma faixa etaria que cursavam o 3° e 5°
anos, do Ensino Fundamental). Ao final da 42 etapa, os estudantes foram questionados em
relacdo a escrita e elaboracdo das questes, de modo a melhorar a qualidade para a aplicacéo
dos instrumentos diagnosticos na amostra selecionada.

Apo6s a aplicacdo e correcdo do teste piloto, os resultados observados foram
considerados e comparados com nossa analise a priori. Essa atitude teve a intencdo de aferir se
os dados eram coerentes com a maturidade cognitiva dos estudantes e se contemplariam 0s
objetivos propostos da pesquisa. Nessa etapa, detectamos a necessidade de adaptacGes nas
atividades elaboradas. De acordo com os dados produzidos e coletados na aplicacdo do teste
piloto, fizemos ajustes pedagodgicos que foram agregados ao teste final. Esse teste final foi
aplicado a amostra selecionada da pesquisa conforme data e horario disponibilizado pela escola.

Nosso teste continha dez questdes, subdivididas em item, perfazendo um total de 15
itens. Essas foram elaboradas, levando-se em consideracdo as variaveis: (I) representacéo; (I1)
grau de dificuldade cognitiva; e (111) objeto matematico. Nosso objeto matemaético, o estudo da
Algebra precoce (Early Algebra), foi distribuido em trés vertentes: a sequencial, a da equag&o
e, por ultimo, a do raciocinio funcional. Essas questdes apresentam-se em estruturas iconicas*®
ou numeéricas, ambas com nivel de dificuldade categorizadas como simples ou sofisticada. A
escolha dessas vertentes algébricas aconteceu por elas apresentarem em sua composi¢do: (a)

padrdes de comportamento sequencial; (b) estruturas aritméticas (aritmetica generalizada) e

4The goal is instead that learn to reason algebraically and that they begin to acquire a symbolic algebraic language
for expressing and justifying their ideas.

4Sequéncia de dados e/ou fatos que fazem referéncia a signos que representa um objeto por similaridade,
imbuindo-se  de  seu  significado. Texto  iconico;  Brasil  Escola.  Disponivel  em:
<http://brasilescola.uol.com.br/redacao/texto-iconico.htm>. Acesso em: 11 agosto 2016.
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algébricas; e (c) relacbes e propriedades (implicitas) da matemaética inerente ao estudo da
Algebra®.
A seguir, apresentamos dois quadros sintese em que a estrutura de nosso diagnostico

pode ser vista dentro de um Unico panorama.

Quadro 4 — Sintese das questdes e seus itens
TESTE Total

QUESTOES | Q1 | Q2 | Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 | Q8 | Q9 | Q10 | T=10

ITEM A |A |AIB/AIB/A/IB|/A|B|A |[A |A [A|B|T=15

Fonte: Elaborado pela autora.

4TTrazem em sua estrutura os elementos centrais (cerne) do pensamento (raciocinio) algébrico (KIERAN, 2016) e
constituem um caminho eficiente para o desenvolvimento do pensamento algébrico e das ideias da Algebra
Elementar formal.



Quadro 5 — Sintese do instrumento diagnostico, segundo suas variaveis

Objeto Tipo de
matematico representacao
IcOnica
SEQUENCIA
Numérica
Iconica
EQUACAO
Numérica
IcOnica
FUNGAO
Numérica

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Nivel de
dificuldade

Simples
Sofisticada
Simples
Sofisticada
Simples
Sofisticada
Simples
Sofisticada
Simples
Sofisticada
Simples

Sofisticada

Questio/
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Considerando que nossos sujeitos se encontram em diferentes faixas etarias, processos

distintos de escolarizacio e o nivel de compreensdo textual diversificado*, elencamos uma

estrutura que atendesse a ambas as turmas para compor as questdes do teste. Nesse quesito, a

escolha de estruturas iconicas satisfez essa condicao e viabilizou nossa pesquisa, uma vez que

um texto icdnico tende a ser autoexplicavel e substitui uma sequéncia de fatos (PEREZ, 2016).

Ou seja, descreve de forma dindmica uma situagdo sem a necessidade de um texto verbal que

Ihe confira um significado textual. Fato semelhante pode ser observado numa sequéncia

numerica quando consideramos 0s numeros também como signos (TOLEDO, 1997)

representativos de uma quantidade real.

4Uma vez que os estudantes do 3° ano se encontram no processo de alfabetizacdo numérica e da escrita, e os

estudantes do 5° encontram-se alfabetizados.
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Esse teste foi diagramado em formato de livrinho, composto por seis paginas. Essas
paginas foram formadas por trés folhas A4, diagramada na orientacdo paisagem. Cada pagina
desse livrinho continha apenas uma Unica situacao-problema.

Os testes foram aplicados pela pesquisadora e acompanhados pela professora regente
em todas as turmas, num mesmo dia, porém em horérios diferentes, combinado previamente
com coordenagéo/professor. A aplicagdo deu-se de maneira coletiva, com os estudantes
respondendo ao teste individualmente, os estudantes do 3° ano foram agrupados em duas salas
distintas e fizeram o teste antes do intervalo e, consecutivamente, 0s do 5° ano apds o intervalo.
Com aproximadamente 1 hora de duragédo para cada turma, utilizou-se 0 mesmo tempo de
duracgéo para cada uma das turmas selecionadas conforme previsto. Vale ressaltar que os alunos
ndo souberam antecipadamente a data de sua realizacdo nem o contetdo abordado.

Os protocolos gerados pela pesquisa foram corrigidos e compilados de forma a
possibilitar uma analise quantitativa (tratamento estatistico) e qualitativa (inferéncia) que sera
descrita no item de procedimentos de andlise. Esses resultados passaram por um tratamento
estatistico intraespecifico e interespecifico para que possibilite uma analise comparativa dos
niveis de raciocinio algébrico dos estudantes.

Para investigar os niveis de raciocinio algébrico deles iniciamos por fazer uma anélise
dos comportamentos apresentados por eles nos extratos dos protocolos de respostas. Esses
comportamentos forneceram subsidios para identificar os conceitos neles presentes e
permitiram supor o raciocinio algébrico desses estudantes. Entendemos por comportamento
uma acdo externa que, ao ocorrer, afeta o sentido do outro. Por isso, um comportamento pode
ser contado e/ou medido, gestual, oral, verbal, escrito, motor e biolégico. No nosso estudo, nos
interessa 0 comportamento escrito, identificado a partir de esquemas utilizados pelos estudantes
nos protocolos de respostas. Assim, nossa andlise partiu dos comportamentos apresentados
pelos estudantes do 3° e 5° anos para, depois, identificarmos os conceitos presentes nesse
comportamento (mas nem sempre explicito) e, por fim, associa-los a niveis de raciocinios.

Inicialmente, organizamos uma tabela manuscrita (espelho) com a descrigdo da resposta
dos estudantes para propiciar para uma leitura dindmica dos dados. Essa tabela facilitou a
andlise dos dados no todo, configurando-se como um objeto de observagdo sem a necessidade
de se reportar sempre aos protocolos de pesquisa para verificagdo das respostas. A seguir, 0S
dados produzidos foram tabulados e organizados em diversos gréaficos de acordo com as
variaveis envolvidas no estudo para uma posterior analise qualitativa. Apds a compilagdo dos

dados gerados, comegamos nossa analise que ficou dividida em duas etapas: (a) anélise a priori
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e (b) andlise a posteriori. Essas etapas serdo descritas a no capitulo IV intitulado anélise dos
resultados da pesquisa.

3.3.2 Andlise a priori do instrumento da pesquisa

Neste item do capitulo discutiremos o material que sera utilizado neste estudo, que tem
como instrumento investigativo um teste contendo um conjunto de dez situacdes-problema
dividido nas vertentes matematicas da sequéncia, da equacédo e da funcdo. As questdes foram
subdivididas em 15 subitens para que apresentassem em sua estrutura fisica: (a) caracteristicas
iconicas ou numéricas e (b) estratégias de resolucdo que evocasse um nivel de complexidade

simples ou sofisticada.

Questédo 01

Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra 3 bombons vermelhos como mostra a figura
abaixo

REAIS

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons ele
comprou?

Quadro 3.3.2.1: Primeira situagdo-problema do teste.

Consideramos gue essa questdo apresenta uma situacao funcional, icbnica e com nivel
de resolugdo simples. Para resolvé-la o estudante utilizard o raciocinio da proporcionalidade
direta. Sendo que “matematicamente, toda relagdo proporcional pode ser representada pela
fung¢do y = mx” (POST; BEHR; LESH, 1995, p. 90). Esse fato nos permitir dizer que se trata de

uma situacdo funcional linear (fungdo de 1° grau), podendo ser definida algebricamente por
f (x):gx , cujo valor de x representa a quantidade de pacotesde R$2,00e f(x) aquantidade

de bombons que se pode comprar.
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Pressupomos que nessa atividade o estudante seja capaz de estabelecer a relagéo aditiva
entre o valor de R$ 2,00 e o valor de R$ 10,00. Em outras palavras, que consiga identificar uma
relacdo entre quantos “pacotes” de R$ 2,00 coexiste em R$ 10,00 e que, consequentemente,
identifique a quantidade de bombons que sera possivel comprar com os R$ 10,00 propostos. Que
perceba a existéncia de uma relacdo de mdaltiplos de 3 e de 2 entre 0 nimero de bombons e a
quantia de dinheiro, respectivamente. Identificando a nocdo de propor¢do entre 0 nimero de
bombons e o dinheiro. Almejamos que os estudantes utilizem uma relagdo quaternaria*® de
muitos para muitos (mesmo que de forma implicita) para encontrarem a quantidade de bombons

que sera possivel comprar.

Questao 02
Observe que a balanga abaixo se encontra em equilibrio, ou seja, 0 peso de um prato € igual
ao do outro prato. Todas as melancias tém o mesmo peso.

Qual é o peso de apenas uma melancia?

Quadro 3.3.2.2: Segunda situacdo-problema do teste.

A situagdo-problema, Q2, foi classificada como uma situacdo equacional, iconica e
simples. Consideramos se tratar de uma relacdo de equivaléncia, em que preexiste um equilibrio
entre os pratos da balanca. Seguindo os procedimentos de equivaléncia, encontramos na relagédo
entre os elementos dos pratos da balanca uma propriedade simétrica (implicita), uma vez que
uma melancia equivale a 3 kg. Presumimos que, a partir do momento que estabelecemos o
critério de equilibrio entre os pratos (pesos) da balanga apelamos para um recurso analdgico
comum, a justaposicdo®. E que essa nos remete as estruturas algébricas de uma equacéo e seu

processo de resolucdo (operacdo inversa e principios algébricos), utilizando recursos

“°Relacéo quaternaria segundo Vergnaud (2009) é uma relagdo que comporta quatro quantidades de duas naturezas
distintas.

% As balangas remetem a um recurso analdgico comum a “justaposi¢do” de certas passagens do transformismo
algébrico através da utilizagdo das leis de equilibrio fisico nos quais o concreto tem diferentes significados a partir
de apelos visuais (FIORENTINI, 1993, p. 85).
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estritamente pictoricos, a situacdo pode ser interpretada e resolvida como uma equacao sem a
necessidade de uma notacdo ou transformismo algébrico.

Apresenta em sua composicdo o elemento “peso” em dois casos distintos: 0 peso
identificado (3 kg e 8 kg) e o de uma melancia (desconhecido). A equacdo apresentada, na
situacdo-problema de forma implicita é de 1° grau. Por considerarmos algebricamente o valor
desconhecido da suposta equacao (incognita) e atribuindo a essa um valor de X, temos a seguinte
equacdo linear: 2x + 8 =8 + x + 3, onde X representa o peso de uma Unica melancia, e os valores
numéricos a estrutura fisica dos pesos.

Esperamos que o estudante seja capaz de perceber a relagdo de equivaléncia entre os
pesos dos pratos. Identificando que se as melancias tém pesos iguais, entdo, podemos retira-las
(uma de cada lado) sem alterar o equilibrio entre os pesos dos dois pratos. Situacdo anadloga
acontecera com os pesos de 8 kg em ambos 0s pratos. Pressupomos que a partir da observacao
e estratégias de equivaléncia o estudante possa verificar e deduzir que o peso de uma Unica

melancia equivale a 3 kg.

Questdo 03
Carlitos € um boneco que adora fazer exercicio. No exercicio, ele flexiona as pernas e mexe 0s

bragos, seguindo uma ordem nos movimentos. Ele pretende continuar nessa atividade por algum
tempo. Veja a ordem dos exercicios do Carlitos.

12 posicdo 2%posicdo 3% posicdo 4% posicdo 5% posicdo 62 posicio

a) Desenhe ao lado como ele estard na 92 posicéo.
b) Desenhe ao lado como ele estard na 58? posi¢éo.
Quadro 3.3.2.3: Terceira situacdo-problema do teste.

A questdo 3 foi classificada como uma situacédo sequencial, iconica, e com dois niveis
de resolucdo: (a) simples e (b) sofisticada. Apresenta uma sequéncia repetitiva (padrdo
periddico) significativa, facultando aos estudantes um ambiente de aprendizagens matematicas
que tenha haver com seu cotidiano. Consideramos que “o estudo de padrdes vai de encontro a
este aspecto, apoiando a aprendizagem dos estudantes para descobrirem relagdes, encontrarem

conexdes, fazerem generalizagdes e também previsdes” (VALE et al, 2006, p. 197).
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Ponderamos que o nivel de resolucdo da letra (a) serd simples, porque a partir da
observagdo sistematica e/ou desenhos é possivel identificar a 9% posi¢do sem dificuldades.
Todavia, a letra (b) demandara uma sofisticacdo de raciocinios entre a periodicidade e
movimentos repetitivos do boneco e a posi¢do ocupada. Esse conjunto de movimentos, a
principio, contempla como dominio numeros mdultiplos positivos de quatro. Como ja
esclarecido a situacdo sequencial é composta de uma série de quatro movimentos executados
pelo boneco Carlitos, todavia acrescentamos 0 5° e 6° movimentos para que fique explicitada
uma nocao de periodicidade dos movimentos executados. Nessa situacdo sequencial, esperamos
que o estudante a partir da observacdo sistematico-analitica perceba a periodicidade nas
posicdes referente ao exercicio do boneco Carlitos. Que seja capaz de identificar a periodicidade
nas quatro posi¢ées como um padrao.

Pressupomos que na alternativa (a) de complexidade simples, ele faca desenhos até
chegar a 92 posicdo sem dificuldade. Entretanto na alternativa (b), de nivel de resolucéo
sofisticada, o estudante possa identificar que a repeticdo ocorrera de 4 em 4 e verifique (conte)
guantas sequéncias de 4 posicOes teremos. Todavia como a 582 posi¢do ndo é maultiplo de 4,
esse verificara ainda qual o maltiplo de 4 mais proximo (inferior) de 58 e identificar quantos
movimentos o boneco fara até chegar a 58?2 posicdo. Teremos entdo, uma referéncia a uma
divisdo (divisor 4) ndo exata de resto 2, em que o resultado sera igual a 14.

No momento da elaboracéo da questdo 3, nossa intencdo foi direcionar que o estudante
identificasse um periodo composto de quatro elementos referentes a sequéncia repetitiva dos
exercicios. Todavia, no momento dessa analise, verificamos uma ambiguidade no enunciado e
no formato que dispomos a série de exercicios do boneco. Observamos que no enunciado da
situacdo-problema néo ficou explicito o quantitativo do periodo preterido (de quatro em quatro),
e essa falta de informacdo poderia levar a outras interpretacdes. Que a configuracdo da
sequéncia iconica apresentada poderia levar o estudante a entender como um periodo de seis
elementos sequenciais e ndo de quatro elementos como proposto. A confirmagéo ou ndo dessa

observacao sera analisada a partir dos protocolos de respostas dos estudantes.
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Questéo 04
Diogo e Matheus querem saber quem tem mais dinheiro.

Diogo tem um valor dentro da carteira e mais R$ 3,00 na mé&o.
Matheus tem 2 vezes mais o valor que Diogo tem dentro da carteira.

a) Quem tem mais dinheiro? Por qué?
b) Quando eles tiverem a mesma quantia em reais, quanto Diogo tera dentro da sua carteira?

Quadro 3.3.2.4: Quarta situacao-problema do teste.

A questdo 4 apresenta uma situacdo mista: uma funcdo e uma equagdo. Ambas
numeéricas e com nivel de resolucdo sofisticada. Na alternativa (a), temos uma situacao
funcional, pois nos remete a ideia da relacdo de dependéncia, uma vez que o valor que o
Matheus terd depende exclusivamente do valor que Diogo tem dentro da carteira. Apresenta de
forma implicita a ideia de variavel, visto que existe uma indeterminacgdo quanto ao valor que se
encontra na carteira de Diogo. Podemos representar de forma algébrica essa situagcdo, como:
Diogo como D(x) = x + 3, e Matheus como M(x) = 2x, sendo X, a unidade monetaria de real.
Quando questionamos na alternativa (a) quem tem mais dinheiro estamos propondo uma
discussdo sobre a possibilidade da existéncia de D(x) > M(x) ou que M(x) > D(x). Na alternativa
(b), temos a ideia de uma equagdo como uma comparagio entre duas fungdes®l, como uma
interseccéo entre duas curvas funcionais e um ponto fixo (GOMERO, 2017). Nessa perspectiva,
estamos em busca de um valor que atribuido a x se torne D(x) = M(x). Em ambas alternativas,
propomos situacdes em que o estudante necessitara numeralizar o desconhecido® e esse
processo de enumeracgao nos permitird afirmar que sua resolugdo perpassa por um raciocinio
algébrico sofisticado.

Em sua resposta esperamos que o estudante observe que a quantia que Diogo tem na
carteira € um valor desconhecido e, também, ilimitado. Que a quantia em reais que Matheus
tera depende exclusivamente da quantia que Diogo tera dentro de sua carteira.

E que para saber quem tem ter4 um maior valor em reais, na alternativa (a), o estudante
faré alguns questionamentos sobre a quantia que Diogo tem na carteira e como essa informacao
néo Ihe foi fornecida, que ele perceba a impossibilidade de identificar que tem mais dinheiro e
opte pela resposta de ndo haver solucéo para esse questionamento. Na alternativa (b), esperamos

que o aluno utilize uma estratégia baseada em suposicdes (tentativas) e conclua que a

SICarraher e Schliemann discutem uma equagdo como comparagéo entre duas funcgdes (2016).

S2Atividade orientada de ensino definida por Sousa (2014) para situacdes que abordam situagdes hipotéticas que
apresentam condi¢es de desencadear a aprendizagem de conceitos algébricos como os de variavel, campo de
variacdo, relacdo entre grandezas e outros.
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possibilidade de Diogo e Matheus terem a mesma quantia em reais existe desde que Diogo
tenha R$ 3,00 dentro de sua carteira. Porque Diogo terd R$ 3,00 na carteira e R$ 3,00 na mao
num total de R$ 6,00 e como Matheus tem o dobro da quantia que Diogo tem na carteira esse

tera 2 x R$ 3,00, igualando seu valor ao de Diogo.

Questéo 05
Pedro precisa fazer uma tarefa de matemaética. Ele pensa, concentra-se, mas esta
precisando de uma ajuda. Vocé pode ajuda-lo a descobrir o valor de cada uma das
figuras

a) A -12=0: Entdo, 0 A\ vale ...
b) A A - 0; Entéo, o Dvale

Quadro 3.3.2.5: Quinta situacdo-problema do teste.

A questdo 5 apresenta uma situacdo-problema de natureza mista. Na alternativa(a),
temos uma equacdo cuja representacdo € numérica e com o nivel de resolucdo simples. A
alternativa (b) apresenta uma funcéo de representacdo numerica e com nivel de dificuldade
simples.

Nessas situacdes-problema temos uma forma ndo-convencional de representar uma
equacao algébrica e sua funcdo, utilizando elementos geométricos no lugar das variaveis. Uma
configuracdo que utiliza o tridngulo e o trapézio no lugar das usuais letras (incognitas e
variaveis, respectivamente). Todavia, a auséncia das notacdes algébricas (letras) ndo interfere
no silogismo® necessaria a configuracio de uma equacio e de uma funcdo. Os entes
geométricos exibidos nas situacdes-problema podem e devem ser considerados como os valores
que se propde encontrar (valores desconhecidos). Algebricamente, podemos representar essas
situacOes-problema, como: x — 12 =0ey -y = 0, alternativa a e b, respectivamente ou com
outra variavel (nesse caso letra) qualquer.

Na alternativa (a), temos uma situag&o cujo nivel de raciocinio necessario para resolucéo
sera categorizado como simples. Essa situacdo-problema ¢ um exemplo de uma relagéo

ternaria® entre o triangulo e os nimeros 12 e o 0. Para resolvé-la necessitamos aplicar a

%3Silogismo do grego antigo, conexao de ideias que segundo o dicionario Aurélio significa um argumento formado
de trés proposicdes: a maior, a menor (premissas) € a conclusao deduzida da maior por intermédio da menor.
Disponivel em: <http: www.dicionariodoaurelio.com/silogismo>. Acesso em: 05 novembro 2016.

4Relacdo que liga trés elementos entre si (VERGNAUD, 1996).
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propriedade do elemento inverso>a adicdo de nimeros racionais que apresentam, em sua
estrutura, os principios basicos para a resolugdo de uma equagdo do 1° grau. A relagdo do
triangulo com o numero 12 evidencia que existe um valor Gnico (uma constante) para o
tridangulo que na questdo se apresenta como um valor desconhecido (incégnita) que sera o
préprio 12. Por outro lado, a alternativa (b) suscita uma funcéo que, algebricamente, apresenta
infinitas solugdes, o que nos permite inferir que o valor de um trapézio nessa proposta toma a
forma de uma notacéo algébrica de variabilidade (variavel).

Esperamos que o estudante identifique que as figuras geomeétricas (triangulo e trapézio)
representam nimeros naturais e perceba a existéncia de uma relagdo entre os questionamentos
das alternativas (a) e (b). Em outras palavras, identificando que na alternativa (a) existe apenas
um anico valor real para substituir o tridngulo que satisfaca a condi¢do de equivaléncia da
operacdo, ou seja, somente o numero real 12 sera capaz de tornar a sentenca matematica
verdadeira. Enquanto, na alternativa (b), ele (estudante) perceba que ndo existe um Uunico
namero real que satisfaca a sentenca proposta, mas que existem inimeros valores (ou um
conjunto) que tornam a sentenca verdadeira.

Na expectativa que o estudante chegue a conclusao do valor Unico para o triangulo e da
impossibilidade de um unico valor que substitua o trapézio, teremos a evidencia da formacédo

de um sistema pré-algébrico que subsidiara as primeiras ideias de incognita e variavel.

Questao 06
Na lanchonete da pracinha esta acontecendo uma promocao.

MONTE SEU PROPRIO SANDUICHE

BASICO COMPLEMENTO

Para cada um dos ingredientes
acrescenta

./ +R$ 1,00

P&o + Bife

Felipe, Artur e Pedro foram lanchar. Cada um deles vai querer incrementar seu sanduiche.

55 55DANTE, Roberto. Tudo é Matematica. 7° ano do Ensino Fundamental. Ed. Atica, Sdo Paulo,2008.
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Felipe pediu o basico mais queijo, ovo e cebola.
Aurtur solicitou o basico mais queijo e bacon.
& Pedro turbinou o dele, acrescentando o basico: queijo, ovo, tomate, alface,

% == cebola e batata palha.

a) Quanto cada um dos amigos pagou por seu sanduiche?
b) Todos pagaram o mesmo valor? Por qué?

Quadro 3.3.2.6: Sexta situacdo-problema do teste.

A questdo 6 apresenta uma situacdo funcional, icdnica e com nivel de resolucdo (a)
sofisticada e (b) simples. Entendemos que essa situagao-problema pode, no primeiro momento,
nos parece simples (mas ndo simplista), uma vez que essa requer dos estudantes um
planejamento estratégico, elaborado e sofisticado. O estudante precisa pensar 0 que e porque
fazer. Demanda uma estratégia para agregar ao valor do sanduiche béasico (R$ 5,00) a
quantidade de ingredientes utilizados como complemento do sanduiche (+ 1, + 2x1, + 3x1...) e
assim por diante.

Essa se caracteriza por funcional a partir do momento que se estabelece uma relacéo de
dependéncia entre as grandezas envolvidas (DANTE, 2008). Grandezas distintas que
compreendem o valor a ser pago, e o tipo de sanduiche escolhido.

Algebricamente, essa situacdo-problema representa uma funcdo f de 1° grau cujo
conjunto dominio, D(f) esta contido no conjunto N e contradominio, CD(f) no conjunto Q.
Sua representacdo, em notacdo algébrica, é sistematizada por f (x)= 5+ x, em que x representa
a quantidade de complemento acrescentado no sanduiche, e f(x) o valor a ser pago em reais
pelo sanduiche.

Inicialmente, pressupomos que, na alternativa (a), os estudantes manipulem e encontrem
os valores, em reais, dos sanduiches a partir das escolhas dos amigos apenas operando (estrutura
aditiva) com seus valores no conjunto dos numeros naturais. Todavia, na alternativa (b), quando
guestionados sobre o porqué de os colegas ndo pagarem o mesmo valor, em real, ele seja capaz
de inferir que essa diferenca se estabelece a partir do nimero de complementos acrescentados
por cada um dos amigos. Almejamos que essas respostas apresentardo de forma implicita a
elaboracdo/evidéncia de um raciocinio algébrico funcional. Na alternativa (a), o estudante se

encontrara operando no campo conceitual aditivo, “em que ndo basta saber operar um calculo
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numérico” (MAGINA et al, 2008, p. 15), ele precisara perceber antes as invariantes®®
necessarias a sua resolucdo, sendo uma situacdo tipica dos anos iniciais, do Ensino
Fundamental. Na alternativa (b), ele devera estabelecer uma comparacao entre os valores pagos

em (a) enquanto identificara o porqué dessa diferenca.

Questéo 07
Observe a sequéncia das figuras triangulares formada por bolinhas.

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo necessarias para fazer 82 figura?

Quadro 3.3.2.7: Quinta situacdo-problema do teste.

A questdo 7 apresenta uma situacdo sequencial, iconica e com nivel de resolucédo
sofisticado. Podemos classificar essa situagdo como sequéncia recursiva®’. Classificando-a
algebricamente como uma funcdo f, cujo dominio e contradominio esta contido em N*. Em
linguagem algébrica dada uma funcéo f, de dominio e imagem de nimeros naturais, para cada
namero natural n diferente de zero, teremos que seu termo geral pode ser expresso por
a, =f(n)

A partir da analise dos cincos primeiros termos dessa sequéncia, verificamos a
existéncia de uma relacdo de dependéncia entre um termo e o seu antecessor. Isto implica que
a lei de formacédo de um termo qualquer sempre recorrerd ao termo antecessor desse. Por isso,
0 enésimo termo dessa sequéncia proposta no problema 5 obedecera a uma Lei de Recorréncia

=1
definida algebricamente por {al
a,=a, ,+n

n

Nessa questdo, esperamos que o estudante identifigue o comportamento sequencial
(aumento de 2, 3, 4, 5...) como um padrao de acréscimo quanto ao nimero de bolinhas utilizadas
para se construir cada uma das figuras da situacdo-problema numa relacdo de acréscimo

horizontal, percebendo que para se encontrar a 62 figura basta adicionar seis bolinhas a 52 figura,

*5Propriedades e procedimentos que podem ser reconhecidos e usados pela crianca para analisar e resolver uma
situacdo-problema (MAGINA, 2016).
S"Construcdo de uma sequéncia segundo uma determinada regra de formagéo (BRASIL, 2017, p. 226).



88

para a 72 precisard adicionar mais sete a 62 figura e, consequentemente, para a 82 figura adicionar
oito bolinhas a 72 figura.

Outra hipodtese de resolucdo é que o estudante consiga estabelecer uma comparacao
vertical, uma relacdo entre 0 nimero de bolinhas necessarias a formacéao de cada figura e a sua
posicdo na sequéncia. Esperamos que ele verifique e abstraia que a primeira figura tem 1
bolinha; que a segunda tem 1+2 bolinhas; que a terceira tem 1+2+3 bolinhas; que a quarta tem
1+2+3+4 bolinhas e assim sucessivamente. Que a partir dessa logica recursiva compreenda que
a 82 figura tera 1+2+...+8 bolinhas em sua construcao, o que equivale a dizer que terd em sua
formacgéo 36 bolinhas.

Nessa perspectiva, temos que a situacdo-problema Q9 tem relacdo direta com a soma
dos termos de uma progressao aritmética (PA)°® de primeira ordem, em que o primeiro termo
(a1) éigual a razdo (r) e igual um. Cada um dos termos dessa sequéncia de nimeros triangulares
representa uma PA, e a quantidade de bolinhas que o compdem equivale a soma dos termos
dessa PA. Ou seja, 0 quantitativo das bolinhas do primeiro termo da sequéncia dos nimeros
triangulares equivale a S1; 0 segundo Sy, o terceiro a Sz e assim sucessivamente. Teremos que
0 8° termo da sequéncia tera o quantitativo de bolinhas referente a Sg da PAdeai=r=1, e que

sera igual a 36 bolinhas.

+1)

. . : n(n
A generalizagdo da lei da soma, Sn:21+2+3+....: (T
i=1

desses numeros

triangulares pode ser construida de duas maneiras distintas. Uma atribuida a uma analogia do
método de Gauss®® para a soma dos termos de uma PA, e a outra como um processo de

composicéo algébrica das bolinhas em forma de um triangulo equilatero®.

8Progressdo Aritmética (PA) é uma sequéncia numérica na qual cada termo, a parir do segundo, é obtido somando-
se ao anterior uma constante r, chamada razdo da PA (DANTE, 2008, p. 136.).

*Disponivel em: <http://educacao.globo.com/matematica/assunto/algebra/soma-dos-termos-de-uma-pa.htmli>.
Acesso em: 13 outubro 2017.

®Disponivel em: <http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/numeros-triangulares.htm>. Acesso em: 13
outubro 2017.



http://educacao.globo.com/matematica/assunto/algebra/soma-dos-termos-de-uma-pa.html
http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/numeros-triangulares.htm
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Questéo 08

A balanca se encontra em equilibrio, ou seja, 0 peso de um prato € igual ao do outro prato.

As macds tém o mesmo peso. As bananas tém 0 mesmo peso.

Figura 1

Quantas macas temos que colocar no prato da direita para que a balanga permanecga em equilibrio?

Figura 2

Quadro 3.3.2.8: Oitava situagdo-problema do teste.

A situacdo-problema, questdo 8, aborda uma equacao; de representacdo icbnica e com
nivel de dificuldade sofisticada. O problema apresenta uma justaposi¢cdo (mencionado na
questdo 2) entre os pesos dos pratos da balanca, existindo entre eles (os pratos) uma relagéo de
equivaléncia (explicita) sem apresentacdo de valores numéricos. Essa relacdo de equivaléncia
apresenta de forma implicita as propriedades simétrica e transitiva que também, é a mesma
observada numa equacdo algébrica usual, todavia sem o uso do sinal de igualdade e a notacéo
simbdlica peculiar. Os icones pictéricos (frutas) representam as incognitas, e 0s pratos 0s
membros de uma equacao.

Modelando, algebricamente, a relacdo da figura 1, teremos a seguinte equacao: a + 2b
=2m + 2b; sendo a incognita “a” peso de um abacaxi; a de “b” o peso de uma banana e a de
“m” o peso de uma maga. Usando os principios de resolucéo de equacao, teremos uma equacgao
equivalente em que a = 2m. Observamos que existe uma correlagdo entre as balancas da figura
1 e 2. Isto nos permite afirmar que para que haja um equilibrio na balanga da figura 2 sera
preciso acrescentar no prato da direita 5 macés (duas para cada abacaxi, e uma para a macéa que
ja se encontra no prato da esquerda). Em outras palavras, para manter a equivaléncia entre 0s

pesos, teremos uma sentenca matematica expressa por 2a + m = 2.2 +1. Nessa situacéo-
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problema, identificamos duas propriedades das relagGes binarias, a simetria e a transitividade®!
(VERGNAUD, 2014).

No que tange a propriedade simétrica temos que se a = 2m, isto implica que 2b =m. Ou
seja, um abacaxi equivale a duas macas, ou ainda, que duas macas tém o mesmo peso que um
abacaxi. Em relacdo a propriedade de transitividade, teremos que se a = 2b, entdo 2a + m = 2.
2m + m (figura 2), equivalendo dizer que para manter o equilibrio temos de 2a + m = 5m.

Nessa situacdo-problema, esperamos que o estudante perceba a relacéo de equivaléncia
entre os pesos dos dois pratos na figura 1. Que seja capaz de perceber que se retirados de ambos
0s pratos as bananas, isso ndo alterard o equilibrio desses. Conjecturamos que a partir dessa
estratégia o estudante seja capaz de visualizar/inferir que um abacaxi equivale ao peso de duas
macas. Esperamos que ele perceba a relacdo de igualdade (equilibrio) ndo como um resultado

de uma operacdo, e sim uma relacdo de equivaléncia (LINS; GIMENEZ, 2001).

Questédo 09
Bibi passa horas brincando de escrever sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a sequéncia
incompleta.

1 | 4 | 7 | 10 | ] ] ] 1 ]

Quando retornar, devera concluir essa sequéncia, obedecendo a mesma ordem. Qual sera o 9°
namero (termo) que ela escrevera?
Quadro 3.3.2.9: Nona situacdo-problema do teste.

A situacdo-problema da questdo 9 apresenta uma situacdo sequencial, de representacao
numérica e com nivel de resolucdo de complexidade simples. A sequéncia numeérica
apresentada é denominada matematicamente como sequéncia aritmética ou progressao
aritmética. Logo, a sequéncia proposta no problema {1, 4, 7, 10,...} é uma PA crescente e

infinita de razéo r = 3, cujo termo geral pode ser representado por: a,=3n —2 ; sendo a, 0

enésimo termo da PA e n a posi¢do (ordem crescente) e/ou nimero de termos da sequéncia.

Trata de uma sequéncia numérica recursiva assim como a situacdo-problema da questao 7.
Esperamos que nessa situacdo-problema, o estudante ndo tenha dificuldade em

compreender a ordem, a regularidade dos nimeros. Que ele perceba que para encontrar cada

termo dessa sequéncia basta acrescentar trés unidades ao seu antecessor. Presumimos que o

61Uma relagdo binaria é simétrica se, e somente se, a cada vez que tivermos a relagdo entre um elemento x e um
elemento y, tivermos necessariamente a mesma relagdo entre o elemento y e o elemento x. Uma relagéo binéria é
transitiva se, e somente se, a cada vez que tivermos a relacdo entre um elemento x e um elemento y de uma parte,
e entre 0 elemento y um elemento de z de outra parte, tivermos necessariamente a mesma relacéo entre o elemento
x e 0 elemento z (VERGNAUD, 2014, p. 41 e 43).
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estudante ndo serd capaz de estabelecer uma relacdo generalizada ou uma lei de formacéo
semelhante & de uma PA para encontrar 0 9° termo da sequéncia. Acreditamos que ele ird

adicionar 3 a cada termo até obter o termo preterido numa logica recursiva.

Questéo 10
Trés amigos foram ao parque de diversao.

Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar nos brinquedos.

1. Lucia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas de 2 reais;
2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a metade das notas de 2 reais que Lucia levou;
3. Beto levou a quantia de Ldcia e Jodo juntos.

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais Beto levou?

b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais 0s trés amigos levaram juntos para o parque?

Quadro 3.3.2.10: Décima situacdo-problema do teste.

A situacdo-problema apresentada na questdo 10 aborda uma fungédo de representacao
numeérica e com nivel de dificuldade sofisticada. Para considerarmos uma situacéo funcional
utilizamos a definicdo de Euler®? como uma funcio implicita ndo expressa por variavel. A
situacdo-problema apresenta uma relacdo de dependéncias entre as quantias de Jodo-LUcia e
Beto-LUcia-Jodo. Essa relacdo ndo se constitui no acaso, mas organizada de modo sistematico
sob a forma de um sistema pré-algébrico. Sua resolucdo demandard conhecimentos
operacionais aritméticos basicos (expressdao numérica) sem a necessidade de uma notagdo
algébrica funcional. Podemos representa-las como: Lucia: (2.10 + 4.2); Jodo: (1.10 + 2.2) e
Beto: (2.10+ 4.2) + (1.10 +2.2), nessa configuracéo, observamos que existe uma organizacao
sistematica a partir dos valores de R$ 10,00 e R$ 2,00. Presumimos que quando questionamos
a quantidade de notas, e ndo o valor total em reais estaremos a direcionar (obrigatoriamente)
que sua solugdo tenha a natureza algébrica. Que o estudante seja capaz de estabelecer uma
relacdo algebrizada para compor os valores referentes aos amigos LUcia e Beto.

Esperamos que nessa situagéo-problema, o estudante ndo tenha dificuldade em estabelecer uma
relacdo aritmética entre as quantias que cada amigo levara para o parque. Todavia ele pode de

imediato calcular o valor total que cada amigo levou para o parque, sem Se preocupar em

62Aquelas quantidades que dependem de outras, isto €, aquelas quantidades que experimentam uma variacdo
guando outras variam, chamam-se func6es dessas quantidades (EULER, 1755 apud BARONI, 2014, p. 18-19).
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agrupar a quantidade correspondente de notas referentes a R$ 10,00 e R$ 2,00. Em outras
palavras acreditamos que o estudante optara de inicio por estratégias aritméticas usuais dos anos

iniciais, do Ensino Fundamental.
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CAPITULO IV

ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS ENCONTRADOS

Dedicaremos este capitulo para proceder com a analise dos resultados encontrados na
pesquisa, tanto do ponto de vista quantitativo quanto qualitativo. Assim, o capitulo sera dividido
em duas secOes: na primeira realizaremos a analise quantitativa, momento em que nosso foco
sera no desempenho dos estudantes. Importar-nos-a os percentuais de acertos dos estudantes
nas questdes e itens do instrumento diagndstico. Esses acertos foram transformados e
apresentados em percentuais para facilitar as comparac6es intra e intergrupos. Sempre que
conveniente, os resultados serdo submetidos a testes estatisticos a fim de conferir o seu grau de
confiabilidade. Segundo nosso interesse investigativo, essa se¢do sera subdividida em algumas
subsecoes.

Na segunda se¢do, a andlise qualitativa dos dados gerados a partir do instrumento
diagnostico. Nesse momento, identificacdo das estratégias utilizadas pelos estudantes ao
resolverem as situagdes-problema propostas no instrumento. Nesse caso, a finalidade é
identificar os esquemas registrados e 0s niveis de raciocinio deles no processo de resolucéo das
situacOes-problema.

Tanto a analise quantitativa quanto a qualitativa buscardo dialogar com o aporte tedrico

do estudo, discutidos nos capitulos I e 11.
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4.1 Analise quantitativa dos dados

Nesta secdo, a analise quantitativa dos dados gerados pela pesquisa, seu comportamento
estatistico, o percentual de acertos e a relagdo desses com 0s grupos investigados. Nesse quesito,
um estudo dos desempenhos dos estudantes, as diferencas percentuais entre as variaveis da
pesquisa e 0 nivel de conhecimento deles diante das situacdes-problema pesquisadas.
Esperamos encontrar resultados que nos ajudem a compreender o raciocinio dos educandos
sobre conceitos algebricos elementares, antes de té-los aprendido formalmente na escola. Além
disso, interessa-nos investigar o avanco desse raciocinio entre os estudantes do final do 1° e do
2° ciclos, do Ensino Fundamental (3° e 5° anos).

No que tange a comparacdo do desempenho dos estudantes (0 nimero de respostas
corretas), por ano escolar, utilizamos o teste t-student para amostras independentes. Para testar
as diferencas entre a porcentagem de acerto por ano escolar, conteudo, dificuldade e
representacdo foi utilizado o teste qui-quadrado (X?); ja para verificar o grau de dificuldade de
uma questdo em relacdo a outra foi empregado o teste de McNemar para amostras
emparelhadas. Foi usado o nivel de significAncia de 5%, e os dados foram analisados
empregando o pacote estatistico SPSS®.

Com intuito de relembrar as nossas variaveis de pesquisa e a relacdo das questdes/itens
do instrumento com elas, apresentamos a seguir um quadro sintese, contendo essa visao geral.
Nele, os objetos matematicos, o tipo de representacéo e o nivel de dificuldades sdo apresentados

relacionando uns aos outros e, principalmente, ao item do instrumento.

83Statistical Package for the Social Sciences — Software que transforma os dados de uma pesquisa em informagdes
estatisticas (traducdo nossa).
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Quadro 6 — Sintese do instrumento diagnostico, segundo suas variaveis

Objeto Tipo de Nivel de Questio/
matematico representacdo dificuldade item

/Simples _—>
IcOnica
/ > sofisticada ———>

SEQUENCIA @
Simpl - >
Numérica — mpes
\ Sofisticada ————>
/ Simples
) / Iconica > Sofisticada — >
EQUACAO

otes
\ Numérica /Slmples
\ Sofisticada ———>

/Simples A
IcOnica
. / > Sofistcada ——M >
FUNCAO
\ simples > 5B (excluido)
Numérica /

\ Sofisticada ————> an;
10A; 10B

Fonte: Elaborado pelas autoras.

A partir de nossas analises a posteriori, verificamos a necessidade de descartar a
situacdo-problema 5B devido a um erro em sua elaboracdo, o qual terminava por ter que
considerar como certa todas as respostas numéricas oferecidas pelos estudantes. De fato, a
questdo 5 tinha por objetivo investigar, se os estudantes percebiam a diferenca entre uma
incégnita (5A) e uma variavel (5B), como mostra a questao:

Q5 — Pedro precisa fazer uma tarefa de matematica. Ele pensa, concentra-se, mas esta
precisando de uma ajuda. Vocé pode ajuda-lo a descobrir o valor de cada uma das figuras?

a) A —12 =0; Entdo OA vale ...
b) . — .: 0; Entéo o .vale

Quadro 3.3.5: Quinta questdo do teste.
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Note que no item (a) apenas a resposta 12 pode ser aceita como verdadeira. Ja para o
item (b) qualquer numero dado como resposta atenderia ao requisito posto nele. Assim, o alvo
dessa questdo era identificar se os estudantes entendiam, de alguma forma, a diferenca entre
incognita e varidvel, mas a forma como estd posto no item os induz a oferecer um nimero
especifico como resposta. Portanto, ndo tinhamos como medir o conhecimento deles sobre
variabilidade a partir de sua resposta. Esse resultado terminou por se tornar uma distor¢éo na
analise guantitativa, no sentido de informar um percentual de acerto ndo condizente com o
conhecimento do estudante sobre o conceito de funcéo.

Iniciaremos a apresentacdo dos dados a partir do desempenho geral dos estudantes

investigados, o que ocorrera na subsec¢do 4.1.1 a seguir.

4.1.1 Anélise do desempenho geral dos dois grupos

A analise quantitativa toma por referéncia o percentual geral de acertos de cada grupo
investigado. Para facilitar a compreensdo dos dados, apresentamos o grafico 1 que retrata o

comportamento estatistico quanto ao desempenho de cada grupo.

Gréfico 1 — Desempenho geral de acertos dos grupos

100 -
90 |
80
70 -
60 -
50 -

40 - 32%
30 1 21%
20 -
10 -
0 ,

32 ano 52 ano

Fonte: Dados da pesquisa.

Os resultados apresentados, no grafico 1, indicam que ambos 0s grupos apresentaram
um baixo percentual de acerto, embora o 5° ano tenha atingido um percentual estatisticamente
maior que o 3° ano. Isto denota que embora ambos 0s grupos ndo tenham apresentado

competéncia satisfatéria para resolver a contento as questdes do instrumento diagnéstico, 0s
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estudantes do 5° ano foram os mais competentes. Essa consideracdo (5° ano mais competente)
encontra aval em dois testes do pacote SPSS, o qui-quadrado (X?) e t-student.

No qui-quadrado, demonstra que a diferenca percentual representa um valor
significativo, uma vez que o p-valor® entre elas foi inferior a 0,05 (igual a 0,000). No que tange
ao teste t-estudent, identificamos a existéncia de uma diferenca expressiva em relagdo ao
desempenho dos estudantes do 5° ano para os do 3° ano, uma vez que os estudantes do 5° ano
apresentam uma média de acertos de 4,45 e um desvio padrdo de 2,255, enquanto que 0s
discentes do 3°ano tém 2,97 e um 1,947, de média de acertos e desvio padréo, respectivamente.
Essa diferenca é estatisticamente significativa (conforme resultado tqe) = - 4,232; p = 0,000).
Estes Gltimos resultados nos permitem dizer que os estudantes do 5° ano apresentam um
desempenho superior aos estudantes do 3° ano, a diferenca de quase uma questao e meia a mais.
O que significa dizer que essa divergéncia é estatisticamente significativa e refleti uma
disparidade cognitiva quanto aos conceitos avaliados no instrumento diagnostico entre os
estudantes do 3° e 5° anos.

Esses resultados podem ser justificados devido aos estudantes se encontrarem no
periodo de encerramento do ciclo dos anos iniciais, do Ensino Fundamental. Uma vez que, “os
alunos deste ciclo tém possibilidades de maior concentracao e capacidade verbal para expressar
com mais clareza suas ideias e pontos de vista” (BRASIL, 1998, p. 55). Outra possibilidade
para essa diferenca pode ser o prdprio desenvolvimento cognitivo do ser humano, ja que os
alunos do grupo do 5° ano tém dois anos a mais que os do 3°ano.

Entretanto, o dado apresentado diz respeito a um panorama geral, ndo deixando claro
em quais situagdes eles se saem melhor. Para tanto se faz necessario que olhemos para esses
dados levando em consideracdo as variaveis elencadas pelo estudo, a saber: (4.1.2) o objeto
matematico (sequéncia, equacdo e funcdo); (4.1.3) o tipo de representacao (iconica, numérica)
e (4.1.4) o nivel de dificuldade (simples ou sofisticada). Interessa-nos identificar o que significa
acertar mais ou menos (situacées-problema), qual o desempenho percentual dos estudantes em
relacdo a todos os itens do instrumento diagnéstico, e se esse percentual pode variar ou se
manter no nivel de acertos da média geral de 21% e 32%, 3° e 5° anos respectivamente.

A seguir, analise do desempenho dos dois grupos em cada uma das variaveis envolvidas

na pesquisa.

®4Representa a probabilidade de a diferenca identificada nos dados ser ou néo resultado do acaso. Se o p-valor <
0,05 a diferenca ¢é significativa.
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4.1.2 Anélise do desempenho dos estudantes do 3° e 5° anos, segundo a variavel objeto
matematico

Nesta subsecdo, anélise do desempenho dos estudantes do 3° e 5° anos em relagdo ao
objeto matematico nas vertentes da sequéncia, da equacdo e da funcdo. Para facilitar a
compreensdo dos dados, apresentamos o grafico 2 que retrata 0 desempenho dos grupos em

relacdo ao objeto de estudo e suas vertentes algébricas.

Gréafico 2 — Desempenho dos grupos, segundo objeto matematico

100,0 -
90,0 m 32 ano

80,0 - M 52 ano

70,0 -
60,0 -
50,0 -
40,0 - 35% 36%
30,0
20,0 -
10,0
0,0

Fungdo Equagao Sequéncia

Fonte: Dados da pesquisa.

Notamos, mais uma vez, que o0 5° ano se saiu melhor que o 3° ano, considerando 0s trés
objetos matematicos. Essa diferenca ¢ estatisticamente significativa (teste x?, p-valor igual a
0,000). Observamos também que, embora melhor novamente, o percentual de acerto do 5° ano
é baixo em relacdo ao ideal.

Observando o padrdo de comportamento dos dois grupos, identificamos que ha uma
tendéncia de conduta em relacdo a vertente algébrica da funcdo, em que ambos os grupos
apresentam os piores resultados em relacdo as outras duas. Comparando esse resultado com as
duas outras variaveis, temos que ele foi estatisticamente significativo (abordaremos este item
melhor na subsegdo 4.1.5). De acordo com o teste do qui-quadrado, esses resultados
demonstram que para os estudantes da pesquisa existe uma diferencga significativa (p-valor igual

a 0,000) entre uma situac@o-problema ser ou ndo funcdo (equacdo ou sequéncia).
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Isso denota dizer que ndo foi por acaso que os estudantes de ambos 0s grupos
apresentaram maior dificuldade nas questdes/itens que envolviam o conceito de funcdo do que
nas questdes das duas outras variaveis. E mais, se fizermos uma comparacgdo intragrupos nos
desempenhos entre as variaveis equacdo e sequéncia, constataremos que nao ha diferenca
significativa nem para o grupo do 3° ano nem do 5° ano. Em outras palavras, os itens envolvendo
esses dois conceitos apresentaram 0 mesmo grau de dificuldade para os dois grupos.

Tendo analisado os desempenhos dos grupos, considerando a varidvel objeto
matematico, passaremos a investigar tais desempenhos dentro de cada uma de suas vertentes.
Assim, inicia-se pelos itens que se relacionavam com a sequéncia, depois com a equacao e, por
fim, a funcdo. Dentro de cada vertente, atentaremos para as demais variaveis (tipo de

representacdo e nivel de dificuldade) que também estdo presentes em cada uma delas.

Gréfico 3 — Desempenho dos grupos, segundo as questbes referentes a sequéncia
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que do ponto de vista da variavel, tipo de representacdo, as situacoes-
problema que envolvem a vertente das sequéncias iconicas foram indiferentes aos estudantes,
seja simples ou sofisticada (teste X2 e p-valor de 0,003). Ou seja, que 0 comportamento dos
estudantes, quanto aos icones, foi estatisticamente irrelevante para essa vertente algébrica em
ambos 0s grupos. Enquanto que na representacdo numerica, esses mesmos estudantes obtiveram
um desempenho significativo tanto para um maior quanto para um menor percentual e acerto.

A combina¢do numérica com o nivel de dificuldade simples obteve um melhor

desempenho para ambos 0s grupos, notadamente para os estudantes do 5° ano. Esses dados
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apresentam um percentual relevante para a representacdo numérica para com o nivel de
dificuldade simples, tanto inter como intragrupos, favorecendo o nivel simples em detrimento
do sofisticado. Entretanto, a representagdo numeérica sofisticada ocasionou uma queda
consideravel no desempenho. Convém-nos ressaltar que a representacdo numérica demonstrou
saltos acentuados nos dois grupos. As sequéncias simples foram de fato mais faceis para ambos
0S grupos (teste x2 e p-valor igual a 0,000). O resultado apontado nos dados nos permite prever
que o nivel de dificuldade apresentado nas situacdes-problema com sequéncias representa um
aporte significativo para os estudantes no desenvolvimento das primeiras noc¢des algebricas.
Desse modo, permite-nos sugerir que uma pratica em sala de aula, para 0s anos iniciais, do
Ensino Fundamental, com atividades que explorem sequéncias simples podem ser um caminho
favoravel a construcdo de varios conceitos algébricos, tais como a funcéo.

Por fim, consideramos que o resultado, quanto a variavel dificuldade simples, pode ser
um indicador que o trabalho com sequéncias (repetitiva ou recursiva), a generalizagdo de
padrdes e a organizacédo de leis sequenciais em diferentes contextos (BRASIL, 2012; BRASIL,
2017) oferecem oportunidades positivas para a educacao algébrica dos anos iniciais, do Ensino
Fundamental. Corroborando com especialistas que discutem o potencial do reconhecimento de
regularidades, padroes e relacfes, como uma proposta plausivel para a introdugéo do ensino da
Algebra para os anos iniciais, do Ensino Fundamental (NCTM, 2000, 2007; VALE et al, 2006;
RIBEIRO, 2015; CANAVARRO,2007; BRASIL 2012; KIERAN, 2007, 2016; TEIXEIRA,
2016; dentre outros)

Gréfico 4 — Desempenho dos grupos, segundo as questdes referentes a equacao
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Observamos que as situacOes-problema que envolvem a vertente equacdo na
representacdo simples, ambos os grupos se saem melhor, embora ndo seja tao significativo (x2
e p-valor igual a 0,034). Mais uma vez, como na sequéncia, identificamos que a variavel nivel
de dificuldade simples combinada com a representacdo numérica nos parece ser de fato
realmente mais faceis também para a vertente equacdo. E que a numérica sofisticada continua
sendo para ambos o0s grupos a com um pior percentual de acertos.

Se olharmos apenas os estudantes do 3° ano, veremos que as situacdes-problema de
nivel de dificuldade simples seja com representacdo numérica ou iconica sao aquelas em que
os estudantes sdo mais bem-sucedidos. Observamos também que o fator icone combinado com
o nivel de dificuldade simples os favorece significativamente. O mesmo ndo ocorre com 0S
estudantes do 5° ano, pois para esse grupo a combinacdo que surte um efeito diferenciado das
demais € apenas para representacdo numerica e simples (mais que o dobro de acerto). As outras

combinagBes embora apresentem diferenca percentual, ela ndo € significativa.

Gréafico 5 — Desempenho dos grupos, segundo as questdes referentes a funcao
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Fonte: Dados da pesquisa.

Mais uma vez, a leitura dos dados nos aponta para um melhor desempenho de ambos 0s
grupos para a representacdo simples. A diferenca entre uma situagdo-problema funcional de
representacdo simples ou sofisticada € estatisticamente significativa segundo o teste qui-

guadrado (p-valor igual a 0,000). Como temos observado nas vertentes da sequéncia e da
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equacdo, a representacdo simples € um fator favoravel a compreensdo epistemologica dos
estudantes em situacdes-problema que envolvem as nogdes basicas de Algebra Elementar.

Devido a excluséo da situacdo-problema 5B, que envolvia a fungdo numérica simples,
ndo temos como precisar se 0o desempenho dos grupos refletiria 0 mesmo favorecimento
verificado nas duas vertentes analisadas nas subsecdes anteriores em relagdo & numérica
simples.

Notamos que a melhor combinacéo para a funcéo foi a de representacdo iconica simples,
para ambos 0s grupos. E que a representacdo numérica sofisticada tem o efeito de chdo. O maior
percentual de acerto foi 8%, isso mostra que eles se equivalem, que ndo apresentam capacidade
para discorrer sobre situaces que impliguem uma relagdo funcional. Notamos que em nenhuma
das trés situacOes-problema numéricas sofisticadas os alunos conseguem atingir pelo menos
10%. Isto era esperado, sendo natural esse percentual, uma vez gque essas situacoes estdo ligadas
ao aprendizado formal. Resolver esse tipo de situagdo implica construir uma fungéo a partir de
uma situacdo-problema que ndo faz parte do conjunto de conceitos contemplados nos anos
iniciais, do Ensino Fundamental.

Verificamos que para a variavel do objeto matematico funcdo a representacéo icénica
favorece mais que para as outras vertentes (sequéncia e equacdo), em especial, as de nivel
simples. Esses dados sdo indicios de que é possivel se trabalhar funcBes simples com o0s
estudantes dos anos iniciais, desde que se crie fungGes com suportes mediados por icones. Mais
de um terco dos estudantes do 3° ano foi capaz de resolver a situacdo-problema de relacédo
funcional iconica simples mesmo sem ter nenhum tipo de conhecimento formal. Quanto aos
estudantes do 5° ano, esse percentual ainda maior quando se considera a numérica simples.

Por fim, averiguamos que a situacdo-problema que envolve o raciocinio funcional
simples nos parece ter um custo menos sofisticado cognitivamente para os estudantes, mesmo
sem esses terem sido submetidos a um processo de instrucdo conceitual. Uma forma de
introduzir a nocdo de funcédo tende a ser favorecida a partir das estruturas que envolvem as
operacdes aritméticas. Essa postura vai ao encontro das ideias e os estudos de Quine (1987);
Carraher, Schliemann e Brizuela (1999, 2000, 2005); Carraher e Schliemann (2007, 2014, 2015
2016); Carraher et al (2006), Teixeira, (2016) e outros para 0s anos iniciais, do Ensino
Fundamental.

Ap0os avaliarmos o desempenho dos estudantes quanto a variavel objeto matematico,
faremos agora uma analise comparativa entre o tipo de representacdo, quer seja numérico, quer
seja iconico e, a seguir, quanto ao nivel de dificuldade simples ou sofisticado referente aos

percentuais de acertos apresentados pelos estudantes no instrumento diagndstico.
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4.1.3 Anélise do desempenho dos estudantes do 3° e 5° anos segundo a variavel tipo de
representacéo

Dedicamos esta subsecao para proceder com a analise comparativa do desempenho geral
dos estudantes do 3° ano e 5° anos, considerando o tipo de representacdo geral das situagdes-
problema, seja iconico, seja numérico. Para facilitar a compreenséo dos dados apresentamos o

gréfico 6 que retrata 0 desempenho dos grupos.

Gréfico 6 — Desempenho dos grupos, segundo o tipo de representacdo
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que a representacédo iconica favorece significativamente aos estudantes dos
dois grupos, embora com um baixo percentual de acertos. Esse percentual, mesmo baixo, esta
em consonancia com o resultado do teste qui-quadrado que aponta uma diferenca expressiva
entre ser de representacdo iconica ou numeérica (p-valor igual a 0,000). Mas se esse percentual
for comparado com a média do desempenho geral, de 21% e 32% para os estudantes do 3° e 5°
anos, respectivamente, essa taxa de acertos para o iconico foi superior.

O uso do icone favorece mais de um terco dos estudantes do 5° ano, que conseguem
desenvolver e acertar as situacdes-problema icénicas do instrumento diagnostico, significando
gue mesmo sem instrucdo eles apresentam competéncias necessarias para resolucao de tarefas
matematicas que envolvem nocdes basicas da Algebra Elementar. Desde que essas tragam a

representacdo iconica em sua estrutura.
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Percebemos também que mesmo com baixo desempenho os estudantes do 3° ano se
beneficiam mais na representacdo iconica do que da numérica, haja vista que a diferenca entre
as representacdes numéricas e iconicas é estatisticamente significativa. O iconico parece ser um
apoio muito forte para esses estudantes a ponto de o percentual de acertos em relacdo a
representacdo numérica passar de 15% para 28%. Um aumento na casa de 87% no seu
rendimento em relacdo as situagdes-problema de representacdo numeérica.

Ressaltamos que, de acordo com nossos dados, o uso do icone nos parece ser um suporte
didaticamente favoravel a Algebra. Esse resultado pode ser um indicador substancial e
estatisticamente favoravel de que a associacéo do icone as situacGes-problema pode representar
uma ferramenta importante para construcéo das no¢des algébricas basicas para os anos iniciais,
do Ensino Fundamental. Entretanto, temos pouca literatura sobre as implicaces desse tipo de
representacdo para o ensino e também para a aprendizagem da Algebra.

Quanto aos estudantes do 5° ano, essa diferenca no percentual de acertos ndo foi tdo
expressiva, seu aumento ficou na casa de 37%. Mas se lembrarmos que uma situacdo iconica
fala por si mesmo (Capitulo 3) estaremos contribuindo para tornar nossos estudantes autbnomos
na geracao e construcao de sua propria aprendizagem (ALARCAO, 2011). Isto nos faz refletir

até que ponto sera aceitavel a abordagem algébrica baseada em métodos prontos e enfadonhos.

4.1.4 Andlise do desempenho dos estudantes do 3° e 5° anos segundo a variavel nivel de
dificuldade

Destinamos esta subsecdo para proceder a analise do desempenho geral dos estudantes
quanto ao nivel de dificuldade simples ou sofisticado apresentado nas situa¢es-problema. Vale
ressaltar que para nos as situacdes simples sdo aquelas em que os educandos conseguem
resolver a partir de calculos elementares, e as sofisticadas as que requerem uma competéncia

mais elaborada, envolvendo duas ou mais etapas na sua resolucao.
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4.1.4 Andlise quanto ao nivel de dificuldade

Gréfico 7 — Desempenho dos grupos, segundo nivel de dificuldade
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Fonte: Dados da pesquisa.

A leitura dos dados referentes ao nivel de dificuldade simples vem mais uma vez
reforcar a analise que fizemos em relacdo ao objeto matematico segundo as situa¢fes-problema
nas vertentes da sequéncia, da equacgéo e da funcdo. Verificamos um mesmo comportamento
para ambos 0s grupos pesquisados. Esse resultado tem amparo no teste qui-quadrado (p-valor
igual a 0,000) que demonstra uma diferenca estatistica significativa entre as situacdes cujo nivel
de dificuldade seja simples ou sofisticada. As situacGes-problema simples foram realmente
caracterizadas como elementares e basicas para os estudantes, estando de acordo com nossa
analise a priori.

Observamos que mais da metade dos estudantes do 5° ano e mais de um terco dos
estudantes do 3° ano resolveram situacfes-problema simples envolvendo nogfes bésicas da
Algebra Elementar, sem nunca terem tido acesso a esse tipo de instrucdo. Vale relembrar que
eles ndo passaram por nenhuma intervencgédo pedagogica para a realizacao desta pesquisa. E, no
entanto, uma parcela consideravel dos estudantes se mostra capacitado para resolver esse tipo

de situacdo, desde que envolvam célculos, relacGes ou generaliza¢Bes simples.
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O que nos permite conjecturar que ndo existe razdo para adiar a antecipacdo dos
conceitos algébricos para os anos iniciais, do Ensino Fundamental. E que se forem
proporcionados a essas condi¢des favoraveis para a aprendizagem, eles terdo condicdes de
desenvolver um raciocinio algébrico precoce e potencialmente progressivo. Essas ideias estdo
alinhadas as discussbes propostas por especialistas em varias partes do mundo, como:
(BOOTH, 1984; BLANTON, 2008; KAPUT, 1984; FIORENTINI; MIORIM; MIGUEL 1992,
1993; FALCAO, 1993, 2003; CARRAHER; SCHIELEMANN, 2007; BRIZUELA, 2006;
LINS; GIMENEZ, 2001; KIERAN, 2016). E tantos outros que defendem a Early Algebra como
uma proposta de ensino didaticamente viavel e atual, capaz de tornar possivel a introducéo da
Algebra desde os anos iniciais, do Ensino Fundamental.

4.1.5 Andlise do desempenho dos grupos, considerando todos os itens do instrumento

Por fim, nessa subsecdo iremos analisar qual o percentual de acertos intergrupos,
considerando cada um dos itens investigados. Quer seja em relacdo as suas vertentes algébricas
(sequéncia, equacdo ou funcdo); tipo de representacdo (numeérico ou icénico) e ainda quanto o
nivel de dificuldade (simples ou sofisticada). Para promover a analise dos dados, vamos
considerar os resultados exibidos no gréfico 8.

Gréafico 8 — Desempenho dos grupos, segundo todos os itens do instrumento diagnéstico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Para facilitar a leitura dos dados apresentados no grafico 8, dividimos os percentuais de
acertos em cinco niveis (N1, N2, N3, N4 e N5) de igual intervalo, em que cada nivel abrange
um percentual de 20% de acertos. Assim, o N1 refere-se ao nivel mais baixo de acerto, ficando
entre 0% e 20%; o N2 de 21% a 40%; o N3 de 41% a 60%, o N4 de 61% a 80% e por fim o N5
de 81% a 100% de acertos.

Numa analise intragrupo, notamos que para os estudantes do 3° ano, dos 14 itens
avaliados, sete desses se encontraram no nivel mais baixo de acerto. Isto significa que em
metade dos itens estudados o 3° ano se encontra no N1, o nivel mais elementar. Seis itens no
nivel N2, e apenas um no nivel N3. E nenhum percentual de acerto nos niveis N4 e N5. Mesmo
que majoritariamente os estudantes do 3° ano se concentram no nivel N1, existe uma parcela
significativa se encontra no nivel N2. Essa parcela compreende um percentual de acertos
razoaveis (admiraveis), uma vez que esses estudantes nunca tiveram contato com situacdes-
problema do tipo investigado.

Enquanto que para os estudantes do 5° ano, dos 14 itens avaliados, quatro se encontram
também no N1, seis no nivel N2, um no nivel N3 e trés no nivel N4. E nenhum no nivel N5. O
5° ano apresenta percentual de acertos concentrados mais no nivel N2. Esses resultados de
ambos os grupos demonstram que mesmo sem ter conhecimento prévio das noc¢Ges béasicas da
Algebra Elementar, eles se mostram prontos para receber a instrucao algébrica e retarda-la pode
representar uma demora e um desperdicio desnecessario do potencial cognitivo desses para a
Algebra futura.

Nenhum dos dois grupos atingiu o nivel N5. Isto era previsivel, uma vez que esses
conceitos ndo fazem parte do curriculo escolar dos anos iniciais, do Ensino fundamental, e que
os discentes ndo foram submetidos a nenhum tipo de intervencdo pedagdgica durante a
pesquisa. Para atingir o nivel de desempenho, N5, os estudantes dependem da introducéo e da
formalizacdo dos conceitos algébricos implicados nesta investigagdo, ou de um trabalho
didatico na perspectiva da Early Algebra.

Para uma anélise geral quanto ao percentual de acertos, a diferenca e o indicativo de
significancia (segundo x?) entre as situacdes-problema em relacdo a ambos os grupos de estudo,

apresentamos uma tabela gerada pelo sistema SPSS.
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Tabela 1 — Sintese geral das varidveis de estudo, segundo sua taxa de acerto

Questio Q9 Q5A Q6B Q1 Q3A Q2 Q3B Q8 Q6A Q4B Q7 Q4A Q0B QI0A Geral

C S E S E
R | | | |
D Si Si Si Si Si Si
3%ano

35,29 42,65 36,76 3529 33,82 39,71 26,47 1324 10,29 13,24 2,94 7,35 0,00 0,00 21,22
5%ano

72,50 63,75 67,50 48,75 32,50 23,75 26,25 30,00 30,00 23,75 12,50 1,25 5,00 7,50 31,79
Geral

55,41 54,05 5338 4257 3311 31,08 2635 2230 2095 18,92 8,11 4,05 2,70 4,05 26,93
p-valor 0,000 0,010 0,000 0,099 0865 0037 0976 0,015 0,003 0104 0034 0,610 0,062 0,021 0,000

Dif 3721 21,10 30,74 1346 -1,32 -1596 -0,22 16,76 19,71 1051 956 -610 500 750 10,57
Fonte: Dados da pesquisa.

Notamos que 50% dos 28 percentuais de acertos (7 para 3° ano e 7 para 0 5° ano) dos
estudantes se encontram nos niveis N2 e N3 (entre 20% a 40%). Em outras palavras, que a
metade dos estudantes investigados consegue desenvolver satisfatoriamente as situacdes-
problema apresentadas na pesquisa sem conhecimento dos conceitos envolvidos. Verificamos
que majoritariamente as situagdes sdo do tipo de representacdo simples (seis em sete), com
apresentacdo em todas as vertentes avaliadas, quer seja numéricas, quer seja iconicas. Dessas
situacOes-problema trés apresentam um maior percentual de acertos tanto para o 3° ano quanto
para o0 5° ano (Q5A, Q6B e Q9), variando nas trés vertentes e todas simples.

Para compreensao e leituras dos dados da tabela, observemos o gréfico referente a taxa

de acerto e as variaveis de estudo.

Gréfico 9 — Desempenho dos grupos, segundo as variaveis de estudo, em ordem decrescente de
acerto
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Legenda: Os dados no tons de cor amarela refere-se as situacdes-problema da vertente da
equacdo; os de cor ver a vertente da funcdo e de cor azul da vertente da funcéo.

A leitura do gréfico acima reforca as discussfes que trouxemos até entdo quanto as
competéncias dos estudantes em resolver situacfes-problema envolvendo as nocGes basicas da
Algebra. E mais uma vez, os resultados confirmam o potencial dos educandos desde que essas
apresentem um nivel de dificuldade simples. Podemos verificar que os estudantes investigados
dispdem de um repertdrio de conceitos espontaneos® e que esses tém referéncia com as nogoes
algébricas elementares. Mesmo de forma intuitiva, os conceitos podem ser observados nos
graus dos desempenhos que eles apresentam e nos protocolos de respostas gerados. Ainda com
estratégias alternativas, os estudantes ja conseguem desenvolver esse tipo de situacdo-problema
sem nenhuma intervencdo pedagogica. Vale, entdo, conjecturar que se forem disponibilizadas
condicdes favoraveis a sua aprendizagem esses poderdo desenvolver um raciocinio algébrico
ainda nos anos iniciais.

Essa hipotese vai ao encontro das mudancas propostas pela BNCC (BRASIL,2017)
quando propde a introducdo do pensamento algébrico como um dos eixos norteadores da
Algebra desde os primeiros anos do Ensino Fundamental.

Reportando as observacOes feitas na subsecdo 4.1.2, identificamos nas situacoes-
problema de raciocinio funcional de representacdo numérica e com um nivel de dificuldade
sofisticado uma falta de aptiddo para a sua resolugcdo para ambos 0s grupos. Apresentam o
mesmo comportamento estatistico nas situacdes-problema Q4A, Q10A e Q10B. Esse resultado
era esperado, uma vez que essas SituacBes demandam um conhecimento algébrico mais
elaborado na montagem de uma funcdo a partir de um contexto numérico. Nessas situacdes-
problema, o valor desconhecido assume status de variaveis dependentes®, exigindo um
raciocinio generalizado e formalizado do tipo f(x) = ax + b, que ndo faz parte de seu curriculo
da matemaética dos anos iniciais, do Ensino Fundamental. Esse resultado esté alinhado com as
discussdes de Teixeira (2016) ao, em sua pesquisa, ressaltar que os estudantes do 5° ano
apresentam dificuldades em resolver situagdes cujo raciocinio necessario seja o funcional, visto
que essas demandam um maior esforco cognitivo e um tipo de entendimento algébrico, o qual
0s estudantes dos anos iniciais, do Ensino Fundamental, ndo estdo habituados (atual
organizacao curricular). Podemos estender a observagdo também para os estudantes do 3° ano.

Caso esse fato proceda somente poderemos compreendé-lo analisando o0s esquemas

8Segundo Vygotsky, este conceito tem carater local, segue um caminho ascendente e é adquirido através de
experiéncias fora do ambiente escolar (DER VEER, 1991).
®Abordado na segdo 1.1.2, as concepcdes da Algebra.
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apresentados nos protocolos de resposta.®’ Desse modo, as situagdes-problema de nivel de
dificuldade simples e sofisticada apresentam um efeito teto e efeito chdo, respectivamente.

Vale ressaltar que para os estudantes do 3° ano a situacao-problema Q5A foi o item de
maior percentual de acertos em todo o instrumento diagnostico. Temos que nessa situacao-
problema a variavel assume status de incognita®® ou constante e tem a fungdo de simplificar e
resolver a expressao (USISKIN, 1995). Verificamos que “atividades como esta contribuem para
compreensdo que o sinal de igualdade ndo é apenas a indicacdo de uma operacao a ser feita”
(BRASIL, 2017, p. 226), mas também uma relacdo de equivaléncia entre os membros de uma
sentenga. Esse tipo de situacdo-problema jad é notado nos livros didaticos, todavia como
resultado de operacdo aritmética (LINS; GIMENZ, 2001) e ndo como a vertente algébrica da
equacao.

Isto nos mostra que algumas nocdes basicas da Algebra Elementar residem quietamente
no curriculo de matematica dos anos iniciais, do Ensino Fundamental, (CARRAHER;
SCHLIEMANN; SCHWARTZ, 2005) a espera de serem despertadas. Podendo ser encontradas
em tdpicos de adicdo, multiplicacdo, divisdo, proporcdo, medicdo e em sistemas de
representacdo de gréaficos e tabelas.

Todos os resultados aqui descriminados quanto as varidveis do estudo (objeto
matematico, tipo de representacdo, nivel de dificuldade) foram investigados pelos testes qui-
quadrado, t-student e McNemar e apresentaram diferencas estatisticas que foram discutidas
embasadas no aporte tedrico-metodoldgico proposto.

Até agora estivemos discutindo as competéncias dos estudantes ao lidar com situacées-
problema envolvendo nossas variaveis de estudo, mas nao sabemos o que eles fizeram. Como
chegaram aos resultados apresentados. Eventualmente, os discentes podem néo ter acertado,
mas ter utilizado de estratégias que os levaria ao acerto. Mas nao fizeram devido a um erro nas
estratégias elencadas, por isso precisamos olhar a qualidade das respostas (esquemas de a¢éo)
dos estudantes. Esperamos identificar e classificar essas estratégias das respostas dos estudantes

que sera feito na anélise qualitativa, na se¢éo seguir.

4.2 Analise qualitativa dos dados

Na parte qualitativa buscaremos identificar as estratégias dos estudantes. A regra de

acdo por tras de cada esquema. Essas regras ndo sdo todas algoritmicas, vdo aléem de um

®7Esta investigacdo sera feita na secdo de analise qualitativa.
88Também abordado na se¢do 1.1.2, as concepgdes da Algebra.
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programa. S8o regras heuristicas que demonstram a causa e qual o direcionamento de
determinadas reflexdes no estudante, algumas sdo conscientes, outras ndo (VERGNAUD,
2014). Portanto nesta subsecdo nos interessa identificar e analisar como o estudante resolveu a
situacdo-problema? Qual conceito subjaz a sua resposta? Qual o nivel de raciocinio empregado?
E qual a relagdo do seu fazer aritmético com o fazer algébrico?

Sabemos que os estudantes de nossa pesquisa ndo passaram por uma instrucdo
conceitual dos contetdos algébricos, mas uma vez que utilizaram esquemas na resolucéo (ou
tentativa) de forma assertiva ou ndo, o fato demonstra indicios de sua existéncia em seu
repertorio operacional. Compete-nos analisar 0s registros e gerar resultados pertinentes ao
referencial tedrico escolhido.

No que tange aos participantes do estudo, foram 148 estudantes, sendo 68 do 3° ano, e
80 do 5° ano. Esses estudantes responderam a um teste composto por dez situagcdes-problema,
perfazendo um total de 14 subitens. Ent&o, a partir dos 148 protocolos gerados obtivemos 2.072
respostas, em que 952 eram referentes aos estudantes do 3° ano, e 1.120 aos estudantes do 5°
ano. Desse total de respostas (2.072) descartamos 1.135 por ndo permitirem a realizacdo da
analise das estratégias de acdo. Assim, identificamos o grupo das respostas em branco (155);
O grupo das respostas sem explicitacdo dos esquemas de agdo utilizados (977, sendo 426 do
3°ano, e 551 do 5°); e 0 grupo das respostas que repetiram um dos nimeros do enunciado (trés
do 3° ano). Portanto, essa secdo analisara qualitativamente 937 respostas (395 advindas dos
estudantes do 3° ano, e 542 do 5°), as quais apresentaram algum tipo de esquema (certo ou
errado).

A seguir, apresentaremos dois protocolos para ilustrar o segundo e o terceiro grupos
acima referidos, nos quais parece evidente que os estudantes lancaram méo de algum esquema
de acdo, mas nds ndo conseguimos identifica-lo. Os dois exemplos referem-se a situacao-

problema Q1.

Exemplo.2.1 — Duas respostas que foram desconsideradas para efeito da analise qualitativa do
estudo

Resposta: ...

- ESPACO PARA USAR DE RASCUNMHO

: g
Resposta: .0 ... s
- > xS =

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 58, extrato
do protocolo.

<

>

. S

L

Fonte: Resposté do estudante do 5° ano, n° 01,
extrato do protocolo.
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Observamos que ambos os estudantes (3° e 5° anos) apresentam um tipo de esquema de
resolucéo, todavia como ndo temos como identificar qual a acdo e qual a relagcdo dessa para
com 0s comportamentos propostos na metodologia, optamos por desconsidera-los como objetos
de analise. Analisaremos apenas 0s esquemas de acado cujos registros sejam passiveis de
apreciacdo nos extratos dos protocolos.

Dando seguimento a analise qualitativa, apresentaremos as categorias consideradas para
essa, tendo-as como fatores essenciais para sua viabilizacdo. Elas foram concebidas baseadas
em dois pontos de vista: (1) categorias a priori, referente ao quadro teorico e (2) categorias que
emergiram das respostas dos estudantes.

No tocante a primeira categoria, analisaremos as habilidades encontradas nos estudantes
a partir do objeto matematico da Algebra proposto pela BNCC®® (BRASIL, 2017) e por
especialista que fundamentam nossa pesquisa. Na segunda categoria, as estratégias utilizadas
pelos estudantes utilizadas para resolver as situagdes-problema. Trata-se, portanto, de uma
andlise a posteriori. Nessa analise, sempre que pertinente, apontaremos 0s teoremas-em-acao

que estdo por tras dos esquemas utilizados por esses estudantes.

4.2.1 Categorias de analise qualitativa

Buscaremos nessas categorias uma possibilidade de identificar, compreender, classificar
e analisar os teoremas-em-acdo que habitam nas estratégias dos estudantes quando confrontados
com as situacdes-problema investigadas. Sabemos que mediante a diferenca escolar (3° e 5°
anos) e desenvolvimento cognitivo dos estudantes teremos diferentes enfoques tanto para o
ponto de vista epistemoldgico quanto para o processo estratégico.

No que tange a BNCC (BRASIL,2017), relataremos as estratégias referentes ao objeto
matematico da Algebra e as habilidades pleiteadas para os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino
Fundamental, segundo seu eixo estruturante’ e aos subsidios tedricos da pesquisa para
fundamentar nossas discussdes. Para isto, apresentamos o quadro 7 contendo essas estratégias
de analise e seus respectivos codigos. Na sequéncia, traremos uma exemplificacdo de cada uma

dessas categorias encontradas.

®Ver quadro informativo na se¢éo 1.2.1, capitulo .
%0 quadro contendo as estratégias na integra encontra-se no capitulo.
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Quadro 7 — Categorias de andlise, segundo referencial teérico

Caodigo Itens do teste Objetos do conhecimento
ET1 3A,3B,7,9 Identifica e constréi regularidades
ET2 2,5A, 4B, 8 Estabelece uma relacdo de equivaléncia
ET3 1, 4A, 10A, 10B | Estabelece uma relacdo de proporcionalidade
ET4 1, 4A, 6A, 6B Estabelece uma relacdo de funcionalidade
ET5 4A, 10A Estabelece uma razdo entre as partes e dela para
com o todo

Fonte: Elaborado pela autora.

Legenda: ET1 = estratégia um baseada na categoria tedrica; ET2 = estratégia dois baseada na categoria teérica;
ET3 = estratégia trés baseada na categoria tedrica; ET4 = estratégia quatro baseada na categoria teérica; ET5 =
estratégia cinco baseada na categoria tedrica.

A categoria ET1 refere-se a habilidade de o estudante identificar ou construir
regularidades em sequéncias (repetitivas e recursivas), reconhecimento de padrdo e em
generalizar modelos algébricos. Assim, observaremos, nas respostas dos alunos, os itens 3A,
3B, 7 e 9, se eles identificam e/ou constroem regularidades, ou se identificam elementos
posteriores de uma sequéncia (BRASIL, 2017). A seguir, apresentamos um exemplo de resposta
em que o estudante deixa claro que identifica e constroi a sequéncia recursiva proposta na

situacdo-problema.

Exemplo 4.2.1.1 Resposta em que o estudante identifica e constroi regularidades
Q7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares formada por

bolinhas.
[ L
[ ] 00 {
o 00 000 b/ )]
o 00 000 0000 LA A N
® 00 000 0000 00000 \ O ]
1 3 6 10 15 B " G

-z

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo necessarias | Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n°
para fazer 8? figura? 71, extrato do protocolo.

A ET2 foca em identificar a habilidade que o estudante apresenta ao manipular uma
situacdo-problema em que o sinal de igualdade representa ndo apenas um resultado de operacéo
a ser feita (LINS; GIMENEZ, 2001). Nessa, 0 estudante demonstra ter uma nocao de
equivaléncia e utiliza dessa relacao recursos para encontrar elementos desconhecidos (BRASIL,
2017). Para exemplificar a situacdo apresentamos uma resposta de um estudante retirada do

extrato de protocolo.

Exemplo 4.2.1.2 — Resposta em que 0 estudante estabelece uma relagdo de equivaléncia



Q8 — A balanca se encontra em equilibrio, ou seja, o peso de | Quantas ma}gé_s temos que colocar no
um prato é igual ao do outro. prato da direita para que a balanca
As magés tém 0 mesmo peso. As bananas tém o0 mesmo peso. | Permaneca em equilibrio?
Figura 1 Figura 2
* « Py 9
R A R )= A

‘._2_ > ¢ ﬂ‘ > L/

= \ = G L —
p. —

-5 -5
Resposta: . >

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 71, extrato do protocolo.
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O foco da estratégia ET3 consiste na capacidade de o estudante utilizar um

conhecimento de proporcionalidade direta e na variabilidade entre duas grandezas iguais para
resolver uma situacdo-problema (POST; BEHR; LESH, 1995) em que emprega formas

qualitativas de raciocinar baseadas em estimativas e habilidades perceptuais (SPINILLO,

1994), ou seja, apresenta um pensamento qualitativo entre as grandezas. A seguir, uma

exemplificacdo dessa estratégia retirada do extrato do protocolo de respostas dos estudantes.

Exemplo 4.2.1.3 — Resposta em que o0 estudante estabelece uma relacao de proporcionalidade

Q1 — Na venda de Dona Ana com R$ 2,00 se compra
trés bombons vermelhos como mostra a figura

abaixo: Resposta: A5 ...,

s 9 ## ESPAG PARA LISAR DE RASCUNHO
o - 3
| # . .

P

y
:

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 11,
vermelhos. Quantos bombons ele comprou? extrato do protocolo.

No que tange a estratégia ET4, o estudante identifica uma relacdo funcional entre

variaveis distintas e estabelece um operador que Ihe possibilite estabelecer a variabilidade entre
seus elementos dependentes (BRASIL, 2017). Para melhor compreensdo observe um exemplo

retirado do extrato de protocolos de respostas dos estudantes.
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Exemplo 4.2.1.4 — Exemplo de resposta em que 0 estudante estabelece uma relacdo de

funcionalidade

Q1 — Na venda de Dona Ana com R$ 2,00 se compra
trés bombons vermelhos como mostra a figura
abaixo:

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons
vermelhos. Quantos bombons ele comprou?

ésa :

Resposta: M Lana b, o e

ESPAGO PARA USAR DE RASCUNHO
LT

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 23,
extrato do protocolo.

Na ET5, o estudante utiliza a no¢do de razdo entre duas partes desiguais, de modo que

uma seja o dobro da outra ou uma parte dessa. Em que coexiste uma relacdo de ordem entre

conjuntos (BRASIL, 2017). Verifique um exemplo de resposta retirada do extrato do protocolo

dos estudantes que demonstra essa habilidade.

Exemplo 4.2.1.5 — Resposta em que o estudante estabelece uma razéo entre as partes e dela para

com o todo

mao.

da carteira.
a) Quem tem mais dinheiro? Por qué?

quanto Diogo tera dentro da sua carteira?

Diogo e Matheus querem saber quem tem mais dinheiro.
Diogo tem um valor dentro da carteira e mais R$ 3 na

Matheus tem 2 vezes mais o valor que Diogo tem dentro

b) Quando eles tiverem a mesma quantia em reais,

Resposta b)

Resposts-£8 32 D

r Mothklae) Lo Cntn avals 4

Ry ‘ o e
b\zvl 141'\:..\0 /V'ku‘;'./.;_;.f‘;.r;;,,ﬂ/_,b‘;__"g,ﬁ'i

. Aty P

ESPAGD PARA USAR DE RASCUNHO

-3

”
)

¥ )
13

& Y

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°
72, extrato do protocolo.

A partir desse momento, nossa discussdo concentra-se nas estratégias observadas nos

protocolos de respostas dos estudantes pesquisados, quanto ao quesito das estratégias baseadas

no referencial tedrico ou apresentadas amitude nos esquemas registrados pelos estudantes.
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Tabela 2 — Estratégias utilizadas pelos estudantes, segundo referencial tedrico

AnoS Cadigo

ET1 ET2 ET3 ET4 ET5
3° ANO 23 28 17 10 12
5° ANO 27 50 49 13 17

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao analisarmos a tabela 2, notamos que a capacidade de identificar e construir
regularidades se equivalem entre os estudantes de ambos os grupos. O desenvolvimento dessa
habilidade faz parte do curriculo de matematica desde os anos iniciais, do Ensino Fundamental,
no campo das relacBes, quer seja na forma de regularidades sequenciais numéricas, quer seja
no campo geométrico (PCN, 1997). Entretanto esse resultado similar (27 para os estudantes do
5° ano, e 23 para os do 3° ano) chama a atencdo para esse emparelhamento comportamental
entre os estudantes pesquisados. Todavia, ndo nos sentimos a vontade para julga-lo.

O que ndo acontece em relacdo ao comportamento funcional, pois sabemos que 0s
manuais didaticos omitem a relacdo existente entre as operagdes basicas da aritmética e as
noc¢oes de funcbes (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2016), sendo compreensivel essa afinidade
(13 para os estudantes do 5° ano, e 10 para os do 3° ano). E, também, se observarmos a atual
organizacao curricular, o conceito de funcdo somente é estudado a partir do 8° ano, do Ensino
Fundamental, assim, o resultado equivalente entre as estratégias observadas com relacdo a
funcionalidade é reflexo dessa filosofia.

Outra observacdo que nos parece bastante coerente com a realidade escolar refere-se
aquela que identifica a tendéncia da relacéo de proporcionalidade. E compreensivel a diferenca
comportamental entre os estudantes do 3° ano para os do 5° ano (17 para 49, respectivamente),
pois esse conceito € construido e aperfeicoado a partir do 2° ciclo de alfabetizacdo (PCN, 1997).
No que concerne a relacdo de equivaléncia, os estudantes do 5° ano apresentam uma diferenca
significativa em relagdo aos estudantes do 3° ano. Esse comportamento pode ser entendido
como a forma que o sinal de igual €é comumente retrato nos manuais didaticos, resultado de uma
operacdo (LINS; GIMENEZ, 2001) e ndo como uma relacdo de equivaléncia.

Com a homologacdo e implantacdo das diretrizes da BNCC (BRASIL, 2017) esse
resultado tende a oportunizar a mudanca do perfil (tabela 2) dos estudantes a médio e longo
prazo, visto que o eixo da Algebra trara as ideias de equivaléncia, variagio, interdependéncia e
proporcionalidade como base para a formacdo do pensamento algebrico. Essas nocdes

conceituais deverdo ser enfatizadas a partir do estabelecimento de generalizacGes, a anélise de
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interdependéncia de grandezas e a resolucdo de problemas por meio de equacgdes ou inequacgdes
(BRASIL 2017).

4.2.2 Andlise das estratégias dos estudantes observadas a posteriori

Ao observar os extratos dos protocolos de respostas, identificamos varios tipos de
registros (solucdo) passiveis de analise, sendo 937 respostas analisaveis (conforme explicado
no inicio da secdo). Nesse momento do estudo, compete-nos identificar, classificar e analisar a
natureza das estratégias exibidas no instrumento diagndstico. Sendo esses resultados fruto do
processo de construcdo das solucdes (ou tentativas) que os estudantes manifestaram, ou que nos
permitem inferir (com base tedrica). Esses esquemas nortearam nossas categorias de analise
qualitativa. Para melhor compreendé-los, eles foram agrupados em categorias, perfazendo um

total de seis itens.

Tabela 3 — Estratégias utilizadas pelos estudantes

Cadigo Estratégia

EA.1 Icénica

EA.2 Numérica

EA.3 Mista: iconica e numérica

EA4 Estrutura aditiva

EA5 Estrutura multiplicativa

EA.6 Mista estrutura aditiva e multiplicativa

Fonte: Elaborado pela autora.

Legenda: EA.1 = estratégia baseada hum esquema de representacdo apenas iconica; EA.2 = estratégia baseada
num esquema de representacdo apenas numérica; EA.3 = estratégia baseada num esquema de representacao mista:
icOnica e numérica; EA.4 = estratégia baseada num esquema numérico com estrutura aditiva; EA.5 = estratégia
baseada num esquema numérico com estrutura multiplicativa; EA.6 = estratégia baseada hum esquema numeérico
com estrutura mista: aditiva e multiplicativa.

As categorias foram identificadas quanto a natureza de sua representacdo, da estrutura
operatoria e o tipo de raciocinio apresentado pelos estudantes na resolucdo ou tentativa de
resolucdo das situacdes-problema do instrumento diagndstico. Vamos explanar os elementos
que as compdem em particular.

No que compete a estratégia EA.1, o estudante utiliza em seus esquemas apenas registros
baseados em figuras (icones) que estdo imbricadas na situagdo-problema ou cria¢do individual
(representacao idiossincratica), sem a necessaria ligacdo com a resposta. A seguir, verifique um

exemplo dessa estratégia retirada dos extratos dos protocolos de respostas dos estudantes.



Exemplo 4.2.2.1 — Resposta utilizando uma estratégia iconica
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Q3 — Carlitos é um boneco que adora fazer exercicio. No
exercicio, ele flexiona as pernas e mexe os bracos, seguindo
uma ordem nos movimentos. Ele pretende continuar nessa
atividade por algum tempo. Veja a ordem dos exercicios do
Carlitos.

12 posicao 22posicde 3% posicdo 4% posicdo 5% posicdo 62 posicdo

a) Desenhe ao lado como ele estard na 92 posicéo.
b) Desenhe ao lado como ele estard na 582 posicao.

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

54, extrato do protocolo.

Na estratégia EA.2, 0 estudante apresenta apenas nimeros para Compor seu processo de

resolucdo. Vale ressaltar que nessa estratégia os numeros sdo utilizados como teorema-em-acao

e ndo apenas para descrever a resposta. Veja um exemplo desse tipo de estratégia retirada do

extrato do protocolo de respostas do estudante.

Exemplo 4.2.2.2 — Resposta utilizando uma estratégia numérica

Q9 — Bibi passa horas brincando de escrever sequéncias.
Certo dia saiu as pressas deixando a sequéncia
incompleta.

1 Jaf7]oo] [ ] ].1.]

Quando retornar, deverd concluir essa sequéncia

Resposta: i S

-~ ¥~ T Fa-£F =

22 =25

LSPACO PARA USAR DL RASCUNHO

obedecendo 4 mesma ordem. Qual serda o 9° nGmero | Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°® 14,
(termo) que ela escrevera? extrato do protocolo.

No que tange a estratégia EA.3, 0 estudante apresenta em seu esquema de a¢cao um misto

de representacdes, envolvendo icones ou ndmeros. Uma representacdo se apoia na outra.

Observe esse tipo de estratégia no esquema apresentado pelo estudante do 3° ano, nimero 47,

em que utiliza as duas representagdes icone (melancias) e o seu peso (nimero).

Exemplo 4.2.2.3 — Resposta com estratégia que envolve representacdo numérica e iconica,

simultaneamente
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Q2 — Observe que a balanca abaixo se encontra em
equilibrio, ou seja, 0 peso de um prato é igual ao do outro
prato. Todas as melancias tém o mesmo peso?

@kg ‘ qu”@

1

T, ey | O Y

Qual é o peso de apenas uma melancia?

Fonte: Resposta do estudante, do 3° ano, n°
57, extrato do protocolo.

No que concerne a EA.4, o estudante apresenta na construcdo do esquema de acédo

elementos de estrutura aditiva, cujo tratamento implica aplicacdo de uma ou varias operacdes

de adicdo ou de subtragdes (VERGNAUD, 1996). Para retratar essa estratégia, apresentamos

um exemplo retirado do extrato do protocolo de respostas dos estudantes.

Exemplo 4.2.2.4 — Resposta com estratégia sequndo uma estrutura aditiva

Q6 — Na lanchonete da pracinha estd acontecendo uma promoga
MONTE SEU PROPRIO SANDUICHE

BASICO

w R$5,00

Pao + Bife

COMPLEMENTO
Para cada um dos
ingredientes
acrescenta

@7 1R$1,00

i) Quanlo cada ym dos amigos paqou por seu sanduiche?
Respasta: Felipe B VYV, Arturji.)
b)Todos pagaram o mesmo valoe? Resposta

Porqué?

¢
W @ Padrol\).4.Li,

Felipe, Artur e Pedro foram lanchar. Cada um deles vai querer
incrementar seu sanduiche.
. F€lipe pediu o basico mais queijo, ovo e cebola;
<= Artur solicitou o basico mais queijo e bacon;
» Pedro turbinou o dele acrescentando no bésico:
" queijo, ovo, tomate, alface, cebola e batata palha.

———

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n°
14, extrato do protocolo.

Na estratégia EA.5, o estudante apresentou na construcdo do esquema de resolucao

elementos da estrutura multiplicativa, cujo procedimento implica aplicacdo de uma ou varias

operacdes, quer seja de multiplicacdo, quer seja de divisdo (VERGNAUD, 1996). A seguir,

observe um exemplo dessa estratégia retirada dos extratos dos protocolos de respostas dos

estudantes.

Exemplo 4.2.2.5 — Resposta com uma estratégia segundo uma estrutura multiplicativa
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Q10 - Trés amigos foram ao parque de diversdo.

Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar nos brinquedos.

1. Lucia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas de 2 reais;

2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a metade das notas de 2
reais que Lucia levou; '
3. Beto levou a quantia de Lcia e Jodo juntos.

ESPACD PARS LSAR DE RASCLINHE

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais Beto levou? <

b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais os trés amigos levaram juntos | Fonte: Resposta do estudante do
para o parque? 5° ano, n°® 28, extrato do protocolo.

No que tange a estratégia EA.6, 0 estudante do 5° ano, utilizou no esquema de acdo,
simultaneamente, elementos de uma estrutura aditiva, bem como de uma estrutura
multiplicativa. Para evidenciar esse tipo de estratégias observe um exemplo retirado dos

extratos dos protocolos de respostas dos estudantes.

Exemplo 4.2.2.6 — Resposta de uma estratégia que apresenta estrutura aditiva e multlpllcatlva
Q10 - Trés amigos foram ao parque de diverséo. BT PTG DSk OE BRCtiniin —
Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar LE
nos brinquedos. )
1. Lucia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas de 2 . | 1 L
reais; Lo ¢ -
2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a —_— —_ —_—
metade das notas de 2 reais que LUcia levou; ¢ ¢ O I
3. Beto levou a quantia de Lcia e Jodo juntos.

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais Beto J
levou? |
b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais o0s trés
amigos levaram juntos para o parque?

.

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n® 72, extrato
do protocolo.

Essas estratégias apresentam diferencas substanciais de estudante para estudante, de
grupo para grupo. E para melhor compreendé-las, é imperativo categoriza-las conforme o
comportamento apresentado pelos estudantes para que possamos avaliar 0s niveis de raciocinio

apresentados pelos estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental.

Tabela 4 — Estratégias utilizadas pelos estudantes

Anos Cédigo

EA.1 EA.2 EA3 EA.4 EAS EA.6
39 ANO 175 116 31 35 15 2
50 ANO 150 179 11 95 97 19

Fonte: Dados da pesquisa.
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E imperativo nesse momento do estudo, notar que nos esquemas registrados, os
estudantes ndo se comportaram de uma mesma maneira, apesar de estarem resolvendo as
mesmas situacOes-problema. Os discentes do 3° ano apresentaram uma tendéncia de perfil
oposta a dos estudantes do 5° ano, no que se refere as estratégias operatdrias (211 para 0s
estudantes do 5° ano, e 52 para os do 3° ano).

Baseado nos resultados, podemos pressupor que os estudantes do 3° ano necessitam de
apoio maior de icones que os do 5° ano (mais numérico). Isto parece-nos estar relacionado,
intrinsecamente, com o0s estagios de desenvolvimento cognitivo, l6gico, proposto por Piaget
(1993)™, visto que os alunos do 3° ano se encontram no estagio do operacional concreto,
enquanto os do 5° ano estdo saindo desse e movendo-se para o0 estagio operacional formal, que
¢ cognitivamente mais avancado. Ou ainda, quanto aos estimulos do meio, uma vez que a escola
incita muito mais o uso dos nimeros para os estudantes do 5° ano, ao passo que, aos do 3° ano,
é consentido o uso do desenho. Por fim, a maturacdo em que o estudante do 5° ano ja se encontra
mais desenvolvida cognitivamente, no campo operacional que o do 3° ano.

Ao analisar intragrupos, identificamos que os estudantes do 3° ano apresentam expressiva
preferéncia por estratégias apenas icénicas (EA.1) em comparacdo com as de caracteristicas
numéricas’? (EA.2+EA.4+EA.5+EA.6). Quando esses apresentam estratégias operatorias, as de
estrutura aditiva se sobressaem em relacdo a multiplicativa (35 para 15, respectivamente). Esse
resultado parece ter relagdo com a metodologia de ensino utilizada ao retratar a multiplicacéo
como uma adicdo reiterada (quase sempre). Ou ainda, com a estrutura de cardinalidade
encontrada no campo conceitual aditivo (VERGNAUD, 1996).

Entretanto, no que tange aos estudantes do 5° ano, esses utilizam, em seus esquemas, mais
estruturas numericas (EA.2+EA.4+EA.5+EA.6), que a de natureza iconica (EA.1). Isto nos
permite classifica-los com um perfil numérico e novamente relacionar esse comportamento com
os estagios de desenvolvimento l6gico de Piaget, o de operacdes concretas e operacdes
formais. Para referendar esse perfil numérico, podemos comparar as ocorréncias numéricas
(390), para as de natureza iconica (159). Desse modo, a diferenga representa bem mais que 0
dobro das ocorréncias mediadas por icones. Agora, quanto as estratégias operatorias, aditivas e
multiplicativas, ndo temos como separa-las, como feito nos estudantes do 3° ano, elas se

equivalem estatisticamente (95 para 97, respectivamente).

4.2.3 Niveis de raciocinio algébrico na perspectiva da Early Algebra

"IMencionado no capitulo | e discutido amitde no capitulo I1.
2As estratégias operatdrias apresentadas envolvem apenas nimeros, por isso as consideramos numéricas.
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Para identificar os niveis de raciocinio algébrico, recorremos aos comportamentos
apresentados nos esquemas de acdo desenvolvidos pelos estudantes. Esses comportamentos
sinalizaram o nivel de raciocinio, ou sua proximidade, em que os alunos dos anos iniciais se
encontram em relagdo aos conceitos algébricos de sequéncia, equacdo e fungdo. Esses
comportamentos foram organizados segundo o objeto de estudo e compilados em quadros para
uma melhor compreenséo e anélise.

Inicialmente, iremos compd-los em separado de acordo com a natureza de cada uma das
vertentes algébricas: (1) sequéncia, (2) equacdo e (3) funcgdo. E, simultaneamente, a cada grupo
de comportamentos faremos uma explanacdo de suas caracteristicas tedricas, sua analise,
interligando quando possivel aos teoremas-em-acao, apresentados pelos estudantes. Observe 0s
comportamentos observados nos extratos dos protocolos de respostas referente a vertente de

sequéncia.

Quadro 8 — Niveis de comportamentos observados nas situacGes-problemas que envolveram a
nocdo de sequéncias (Q3A, Q3B, Q7 e Q9)
CODIGO | COMPORTAMENTO

NS Ndo identifica regularidades nem sequéncia;
NS1 N&o identifica a regularidade nem sequéncia, mas utiliza processo de
contagem;
NS2 N&o identifica re_gularidade para o elemento posterior, mas constréi uma
sequéncia recursiva
NS3.1 IdentAific_a uma re_gularidade proxima e/ou distante, mas ndo constroi uma
sequéncia recursiva;
NS3.2 Identifica uma regularidade préxima e/ou distante, e constréi uma

sequéncia recursiva
Fonte: Elaborado pela autora.

Legenda: NS¢ = Nivel zero para o comportamento de sequéncia; NS1 = Nivel um para o comportamento de
sequéncia; NS2 = Nivel dois para o comportamento de sequéncia; NS 3.1 = Nivel trés ponto um para o
comportamento de sequéncia; NS 3.2 = Nivel trés ponto dois para 0 comportamento de sequéncia.

Faz-se necessario deixar claro que quando conceituamos uma situacdo de regularidade
estamos nos referindo ao seu comportamento de padrdo que apresenta uma repeticdo, uma
configuragdo em que uma disposi¢do ou arranjo de objetos (formas, cores, figuras, sons etc.)
que detectam uma regularidade, uma repeticdo idéntica de elementos (VALE et al, 2006).

No que concerne a uma sequéncia, sabemos que essa também € considerada uma
regularidade, uma busca por padrdes (ibidem), mas nosso interesse consiste, especificamente,

numa sequéncia numérica recursiva, cujo critério de formacao seja por valor constante ou néo.
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A sequir, verifique exemplos de respostas retiradas dos extratos dos protocolos que
exibem esquema de acdo apresentados pelos estudantes que justificam cada um dos niveis de

comportamentos elencados no quadro 8.

Exemplo 4.2.3.1 — Resposta de estratégia em que o estudante nao identifica regularidade nem
sequéncia

Q3 — Carlitos é um boneco que adora fazer exercicio. No N
exercicio, ele flexiona as pernas e mexe 0s bragos
seguindo uma ordem nos movimentos. Ele pretende T e ¥
continuar nessa atividade por algum tempo. Veja a ordem ' "
dos exercicios do Carlitos. i

S

12 posicio 22posicio 32posicio 42posicio 52posicdo 62 posicio

a) Desenhe ao lado como ele estard na 92 posicao.

b) Desenhe ao lado como ele estarad na 582 posicdo.
) posie Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 54,

extrato do protocolo.

A partir do esquema de acao apresentado pelo estudante do 5° ano, identificamos que
ele ndo compreende a regularidade nem a sequéncia dos movimentos efetuados pelo boneco

Carlitos, uma vez que o aluno cria movimentos aleatorios para o boneco.

Exemplo 4.2.3.2 — Resposta de estratégia em que o estudante nao identifica regularidade nem
sequéncia, mas utiliza processo de contagem

Q9 - Bibi passa horas brincando de escrever ‘ i | yy | T l — l
sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a 1 17 [T ‘,

sequéncia incompleta. Resposta: ... .5.......

| 1 | 4 I 7 I]_O | | | | | | ESPAGO PARA USAR DE RASCUNHO

) U
Quando retornar, devera concluir essa sequéncia
obedecendo a mesma ordem. Qual serd o 9° | Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 06, extrato do
nimero (termo) que ela escrevera? protocolo.

O estudante do 3° ano, em seus esquemas de acdo, ndo demonstra ter nogao do critério
de formacdo da sequéncia proposta na situacdo-problema, Q9, e exibe uma contagem dos

numeros da sequéncia na ordem crescente.
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Exemplo 4.2.3.3 — Resposta de estratégia em que o estudante ndo identifica regularidade para
0 elemento posterior, mas constroi uma sequéncia recursiva

Q9 — Bibi passa horas brincando de escrever
sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a
sequéncia incompleta.

(147w Jo]] ]

Quando retornar, devera concluir essa sequéncia
obedecendo a mesma ordem. Qual sera o 9°
numero (termo) que ela escrevera?

:"1|4 r"‘lui |

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n°® 13,
extrato do protocolo.

No que tange a estratégia utilizada no esquema de acdo do estudante do 3° ano, n° 13,

ele ndo identifica o critério de formacao da sequéncia proposta, porém é capaz de construir uma

sequéncia recursiva a partir de um critério proprio.

Exemplo 4.2.3.4 — Resposta de estratégia em que o estudante identifica uma regularidade
préxima, mas ndo constrdi uma sequéncia recursiva

formada por bolinhas.

@
(] (A
@ o0 000
o 00 000 0000
® 00 000 0000 00000
1 3 6 10 15

Q7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares

Resposta

ESPACO PARA USAR DE RASCUNKHO

necessarias para fazer 82 figura?

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°
37, extrato do protocolo.

Observamos que o estudante do 5° ano, n°® 37, identifica uma regularidade proxima, ou

seja, constroi a 62 figura triangular, contudo ndo amplia o raciocinio e constrdi a sequéncia da

figura pedida. Nao temos como avaliar 0 que causou esse comportamento, uma vez que ele se

mostra ter entendido o critério de formag&o da sequéncia ao desenhar a 62 figura da sequéncia.
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Exemplo 4.2.3.5 — Resposta de estratégia em que o estudante identifica uma regularidade
proxima e/ou distante e constroi uma sequéncia recursiva

Q.7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares
formada por bolinhas.

@ o0 000
o 00 000 0000
® 00 000 0000 00000
1 10 15

3 6

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo
necessarias para fazer 82 figura?

Resposta

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 24,
extrato do protocolo.

No que tange ao comportamento de nivel mais sofisticado, encontramos nos esquemas

de acdo do estudante do 3° ano, n° 24, uma estratégia que demonstra que esse identifica o critério

de formacéo recursiva e amplia essa relacéo, sendo capaz de utiliza-la para a formacao de outras

sequéncias posteriores, inclusive a solicitada na situacdo-problema.

4.2.4 Anélise do comportamento dos estudantes nos itens que trataram a sequéncia por nivel

Para o objeto da sequéncia foram considerados os itens Q3A, Q3B, Q7 e Q9, em que 0s

estudantes tanto do 3° ano como os do 5° ano, enquadraram-se em apenas um dos tipos de

comportamentos elencados. A partir dessa constatacao, apresentamos uma tabela que retrata a

distribuicdo dos comportamentos por estudantes, e os indices percentuais encontrados nos

extratos dos protocolos.

Tabela 5 — Distribui¢do dos comportamentos dos estudantes, por niveis quanto ao raciocinio

referente a uma sequéncia
3° Ano 5° Ano

NS(]) 12 DE 68 6 DE 80
(17,6%) (7,5%)
NS1 10 DE 68 4 DE 80
(14,7%) (5%)
NS.2 24 DE 68 43 DE 80
(35,3%) (53,8%)
NS3.1 1 DE 68 4 pE 8O
(1,5%) (5%)
NS3.2 21 DE 68 23 DE 80
(30,9%) (28,7%)

Fonte: Dados da pesquisa.
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Verificamos uma tendéncia em ambos 0s grupos pesquisados de se estabelecerem nos
niveis N2 e N3.2, respectivamente. Temos uma parcela consideravel de estudantes tanto do 3°
ano como do 5° ano, que mesmo néo apresentando no¢des de regularidades (padrbes) apresenta
habilidades para a construcdo de uma sequéncia recursiva.

Hipoteticamente, esse resultado tem relacdo com o curriculo de matematica para 0s
anos iniciais, uma vez que as sequéncias sdo abordadas ao longo dos anos iniciais, da Educacéo
Basica, dentro do eixo dos numeros e suas operacdes (PCN, 1997, 1998). Esse comportamento
pode ter sido reflexo dessa instrucdo elementar de sequéncia (contexto aritmético), que permeia
0s conhecimentos matematicos dos anos iniciais, do Ensino Fundamental. E, se esse fato
procede, o sistema educacional e as diretrizes curriculares estdo desperdicando oportunidades
primorosas para introducao do conceito algébrico de sequéncias.

Temos que a formagdo de conceitos vinculados a sua procedéncia e aplicabilidade, quer
seja numa sequéncia, quer seja numa situacdo geradora de padrdes reside a base do
conhecimento matematico e a linguagem na qual é expresso (CARRAHER, 2007; KIERAN,
2016). A matematica por ser uma ciéncia dos padrdes, torna-se um desperdicio pedagdgico nao
aproveitar situacdes sequenciais no contexto aritmético para introduzir um conceito novo.
Podemos construir um conhecimento imbuido de fatores de natureza algébrica em contextos
reais, quer seja com significados matematicos ou ndo (LINS; GIMENEZ, 2001). Por exemplo,
na disposicao das folhas no caule de algumas plantas, na pelagem dos animais, nas aspirais do
ananas, na célebre sequéncia de Fibonacci’® entre outros, daremos vida & matematica e,
consequentemente, a Algebra (VALE et al, 2006).

Observamos que os estudantes pesquisados trazem a ideia da sequéncia numa
perspectiva intuitiva e dedutiva, muitas vezes, baseada na formacéo de uma sequéncia numérica
e no processo de contagem (base diversa). Esses utilizam elementos presentes em seu
repertdrio, constroem seus préprios entendimentos e se adaptam a situa¢fes como uma forma
de resolver uma situacdo nova (VERGNAUD, 1996). Podemos observar no extrato do
protocolo do estudante do 3° ano, n° 62, uma estratégia, um apoio em que ele utiliza uma
reorganizacdo do seu conhecimento numérico para capacitar um raciocinio algebrico (exemplo
4.2.3.2.1).

8Quantos pares de coelho serdo produzidos num ano, comecando por um sé par, se, em cada més, cada par gera
um novo par que se torna produtivo a partir do segundo més? [1, 1, 2, 3, 5, 8,...].
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Exemplo 4.2.3.2.1 — Resposta de resolucdo de sequéncia recursiva
Q9 — Bibi passa horas brincando de escrever |---1-—IT-g- = 1 T R E—
sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a | - = E
sequéncia incompleta.

Resposta: ... ............

1] 4|7 10 .. .a]’ | ESPAGD PARA USAR DE RASCUNHO

Quando retornar, devera concluir esta sequéncia | Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 62,
obedecendo a mesma ordem. Qual serda 0 9° | extrato do protocolo.
nlmero (termo) que ela escrevera?

Nessa estratégia de contagem, o estudante demonstra que compreende o conceito de
uma sequéncia a partir de um esquema préprio. Essa percepcao representa sua forma de pensar
sequéncias e tende a contribuir para sua formalizagdo conceitual no momento propicio. Esse
esquema de acdo adotado pelo estudante pode evoluir e possibilitar uma abstragdo, uma
generalizacdo e a construcao de leis que organizam os elementos que compdem uma sequéncia.
Durante o processo de aprendizagem de um sistema de numeracéo, o educando apreende nédo
apenas os elementos isolados, mas também, simultaneamente, compreende o sistema em si, e
as regras que formam qualquer nimero subsequente (BRIZUELA, 2006).

Outro esquema de acdo que nos chama atencdo para seu sistema de organizacéo € o do
estudante do 5° ano, n® 09, por apresentar um raciocinio de alto nivel (LINS; GIMENEZ, 2001).
Esse reflete uma expansdo no processo de contagem, uma evolucdo aritmética — algébrica, a
partir de uma observacdo de fatos repetitivos. Num processo de deducdo empirica, andloga ao
método da recorréncia ou principio de inducdo completa (MILIES; COELHO, 2001) numa base

algébrica com um periodo quatro’ elementos.

Exemplo 4.2.3.2.2 — Resposta de resolucdo de sequéncia recursiva
Q3 — Carlitos é um boneco que adora fazer exercicio. o
No exercicio, ele flexiona as pernas e mexe o0s bragos
seguindo uma ordem nos movimentos. Ele pretende
continuar nessa atividade por algum tempo. Veja a
ordem dos exercicios do Carlitos.

b)

NI oA\ Ry ) A8 NI oA J o

ESPACO PARA USAR DE RASCUNEQ

12 posicdo 22posicio 3%posicio 4% posicdo 5% posicio 6% posicio
a) Desenhe ao lado como ele estard na 92
posigado.

b) Desenhe ao lado como ele estara na 582 posi¢éo.

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 09,
extrato do protocolo.

"Temos nos extratos dos protocolos estudantes que retratam essa situagdo-problema como um periodo de seis
elementos, mantém a sequéncia repetitiva de forma correta, porém numa base periddica seis.
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No que concerne as diretrizes curriculares esse tipo de raciocinio algébrico apresentado
pelo estudante do 5° ano, n° 09, néo faz parte de seu aporte tedrico, mas o emprega com tamanha
propriedade que fica impossivel nega-lo. Temos no seu esquema de acdo uma forma algébrica
sofisticada. Ele identifica o padréo, estabelece uma relacdo de generalizagdo entre a repeticao
de movimentos, agrupa os periodos, fazendo uma relagdo entre a posicdo e o valor numérico
que a represente de forma precisa.

Ao identificar nesse esquema um raciocinio algébrico, traremos a Algebra como uma
linguagem das generalizagOes, uma elocucdo simples e precisa para descrever repeticoes
(USISKIN,1995). Foi o que o estudante do 5° ano fez, utilizou uma linguagem simples para
descrever a propriedade da situacdo-problema acima de forma adequada. Em outras palavras,
empregou, em seu esquema de acdo, um procedimento algébrico.

Quando possivel identificamos por detras das estratégias dos estudantes o uso de
teoremas matematicos que justificam sua acdo. Como por exemplo, no esquema de acéo,
utilizado por outro estudante do 5° ano ao resolver uma outra situacdo-problema, envolvendo

uma sequéncia recursiva.

Exemplo 4.2.3.2.3 — Resposta de resolucdo de sequéncia recursiva
Q9 - Bibi passa horas brincando de escrever
sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a
sequéncia incompleta. _ _

ESPACD PARA USAR DE RASCUNHO

Resposta: ...

l1al7]wof. ][] ]|

4 I
4

Quando retornar, deverd concluir essa sequéncia 4
obedecendo a mesma ordem. Qual serd o 9°

nimero (termo) que ela escrevera? Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 73,
extrato de protocolo.

Verificamos que esse discente apresenta um tipo de raciocinio definido como
pensamento formal que pressupde uma forma de raciocinar sobre operac@es ou resultados. A
partir desse fato, podemos identificar, no esquema de acdo do estudante, (5° ano, n° 73) um
pensamento algébrico (BOOTH, 1988; KIERAN, 1995) que tem por detras um teorema-em-
acao de uma progressdo aritmética (PA).

O que justifica a eficacia da estratégia utilizada pelo estudante é o teorema-em-acao
(implicito) de uma PA crescente. Nessa, 0 estudante faz uso da propriedade geral para se
calcular o enésimo termo (an) de uma PA. Ele ndo o faz nos moldes formais (a partir do ai),

mas de forma intuitiva, uma vez que o conceito de PA ¢ abordado no Ensino Médio. Nesse
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teorema-em-acdo, o estudante lanca mao da relacdo basica existente entre dois termos de uma
PA e sua razdo (constante). Ele identifica os saltos (raz&o da PA) e estabelece a relagéo entre a4

€ do.

Exemplo 4.2.3.4 — Teorema-em-acao, segundo 0s comportamentos do estudante

Termo geral da PA | Teorema por tras da acao Teorema-em-acdo
an = 8.1 + (n‘l) T ag = a4 + 5I’ Resposta: L...d ...
a=10+5.3 _
ag = 10 + 15 ESPACD PARA USAR DE RASCUNHD
ag = 25 o ]

Fonte: dados da pesquisa.
Legenda: a, = enésimo ermo da PA; a; = primeiro termo da PA; as = quarto termo da PA; ag = nono termo da
PA; n = nimero de termos da PA e r = razdo ou constante da PA.

Essas formas de algebrizar os numeros quando apropriadas pelos estudantes
possibilitam o desenvolvimento de um raciocinio algébrico organizado (precoce) e a uma nao
dependéncia de uma notacdo algébrica formal na formacdo do pensamento algébrico
(BRIZUELA, 2006). Assim, as formas de representaces do pensamento algébrico (precoce)
dos estudantes podem ser adaptadas para se aproximar e assumir gradualmente para as formas
convencionais da Algebra Elementar (CARRAHER; SCHILIEMANN, 2014).

No que tange a algebrizacdo de um nimero, reportaremos ao fato de que estratégias de
calculo sobre operacfes ou sobre seus resultados representam um raciocinio algébrico
(BLANTON, 1984). Outros exemplos que podem retratar a capacidade em algebrizar nimeros
podem ser identificados nos esquemas que os estudantes disponibilizaram na resolucdo da

situacdo-problema de nimero sete do instrumento diagndéstico (ver exemplo 4.2.3.2.5).

Exemplo 4.2.3.2.5 — Respostas de algebrizacao dos nimeros a partir do critério de formacao de
uma sequéncia
Q7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares formada por bolinhas.

o
(] o0
@ o0 000
® 00 000 0000
o 00 000 0000 00000
1 6 10 15

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo necessarias para fazer 8? figura?
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Resposta
Resposta
ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

34

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO |

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 58, | Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 55,
extrato do protocolo. extrato do protocolo.

Ao observarmos as estratégias apresentadas, nos esquemas de a¢do, dos dois estudantes
identificamos formas complementares de raciocinar sobre uma mesma situacdo-problema. O
teorema-em-acao por detrads € o mesmo. O estudante de n° 58, apoia-se na representacao iconica
para fundamentar suas estratégias e confirma seu resultado na forma operatoria (adicdo).
Enquanto que seu colega (n° 55) utiliza um discreto caminho aritmético, o que podemos inferir
que compreendeu e abstraiu o comportamento do padrdo. Essa forma de raciocinar
algebricamente (operar sobre operacfes) foi adaptada de seu repertorio cognitivo
(VERGNAUD, 1996), uma vez que o desenvolvimento do pensamento algebrico ndo consta
por hora no curriculo (PCN, 1997).

Quando comparamos as estratégias apresentadas pelos estudantes percebemos uma
filiagdo entre eles, seja na forma de registrar seus esquemas ou numa ideia de continuidade
(VERGNAUD, 1996). Essa pode ter uma relacdo direta com o desenvolvimento cognitivo dos
estudantes, o nivel de abstracdo em que se encontram e seus limites epistemoldgicos. A forma
de representar e 0 uso de simbolos tém um significado particular nos conceitos e nas notacdes
criadas pelos estudantes (BRIZUELA, 2006), por isso é necessario analisar suas acdes para
compreender seu desenvolvimento cognitivo. Eles precisam criar seus sistemas, a partir de um
conjunto particular de notagdes adequadas ao seu desenvolvimento cognitivo e, com isso,
estabelecer seus proprios argumentos (KAPUT, 1995).

Mas sera que esses estudantes também apresentam formas de raciocinar algébrica em
relacdo ao objeto da equacdo? Para investigar tal questdo identificamos cinco (05) niveis de
comportamentos nos quais os estudantes de ambos 0s anos se enquadravam. Trata-se, portanto,
de niveis identificados por nds a posteriori, 0 que significa que tais niveis sdo nossas
elaboracdes, a partir dos protocolos de respostas dos estudantes. Veja 0s comportamentos

observados nos extratos dos protocolos de respostas referente a vertente da equacao.
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Quadro 9 — Niveis de comportamento dos estudantes do 3° e 5° anos observados nas
situacOes-problemas que envolveram a nocao de equacédo (Q2, Q4B, Q5A e Q8)

CODIGO | COMPORTAMENTO

NE.} Né&o identifica a equivaléncia, a igualdade nem a incdgnita.
NE.1 Identifica o sinal de igual como resultado de uma operacao.
NE.2 Identifica a(s) incognita(s) da situacao.

NE.3.1 Identifica parcialmente equivaléncia entre variaveis.
NE.3.2 Identifica a equivaléncia entre as variaveis da situacao.

Fonte: Elaborado pela autora.

Legenda: NE.¢ = nivel zero de comportamento na equacio; NE.1 = nivel um de comportamento na equagéo; NE.2
= nivel dois de comportamento na equacdo; NE.3.1 = nivel trés ponto um de comportamento na equagdo; NE3.2
= nivel trés ponto dois de comportamento na equagao.

Assim posto, apresentaremos um exemplo de cada um desses comportamentos
apresentados nos esquemas de acdo dos estudantes. Iniciaremos a partir dos niveis menos

elaborados para os mais sofisticados cognitivamente.

Exemplo 4.2.3.2.1 — Resposta em que o estudante ndo identifica a equivaléncia, a igualdade
nem a incognita

Q2 — Observe que a balanca abaixo se encontra em equilibrio,
ou seja, 0 peso de um prato é igual ao do outro. Todas as ~,

melancias tém o mesmo peso. s / /(0\\\1
» 8kg I Jfkg“g/ 1/, N : NS
L™

S - '47)_,—'
o

= : Fonte: Resposta do estudante do 3°
ano, n° 06, extrato do protocolo.

Qual é o peso de apenas uma melancia?

Observamos que o estudante do 3° ano, n° 06, ndo apresenta nogéo sobre a relagédo de
equivaléncia apresentada na situacdo-problema, Q2. Ele apenas identifica as melancias,

utilizando processo de contagem como um recurso didatico.

Exemplo 4.2.3.2.2 — Resposta em que o estudante identifica o sinal de igual como resultado
de uma operagao

Q5 — Pedro precisa fazer uma tarefa de matematica.
Ele pensa, concentra-se, mas, estd precisando de | a 4 - 12=9 Entdo o 4 vale
uma ajuda. Vocé pode ajuda-lo a descobrir o valor )
de cada uma das figuras? SPACLI PARA USAR OF RASCUNAD

a) A\ -12=0; Entio oA\ vale ...

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°
54, extrato do protocolo.
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O estudante do 5° ano, n° 54, ndo reconhece o sinal de igual como uma equivaléncia,
ndo percebe o valor numérico por detras do tridangulo (uma constante). Para ele, o sinal de igual

refere-se ao resultado da operacéo de subtracdo como demonstrado no seu esquema de acgéo.

Exemplo 4.2.3.2.3 — Resposta em que o estudante identifica a(s) incognita(s) da situacao
Q5 —Pedro precisa fazer uma tarefa de matematica. | 5 & . 12-¢ Entto s d vaie. TR
Ele pensa, concentra-se, mas, esta precisando de o B
uma ajuda. Vocé pode ajuda-lo a descobrir o valor ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO
de cada uma das figuras? 1 .

a) A 1- 0; Entsio 0,4\ vale ... ‘_I’_g_d
Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n°
52, extrato do protocolo.

Verificamos na estratégia operatéria do estudante do 5° ano, n® 52, que esse, ao contrario
de seu colega do exemplo anterior, reconhece e identifica o valor da incégnita, como um valor

que atribuido ao tridngulo torna a sentenca verdadeira, equivalente a zero.

Exemplo 4.2.3.2.4 — Resposta em que o estudante identifica parcialmente equivaléncia entre
variaveis

Q2 - Observe que a balanga abaixo se
encontra em equilibrio, ou seja, 0 peso de um XA
prato é igual ao do outro. Todas as melancias Forqss Same A wdomties—g
tém 0 mesmo peso. S N‘W A aalsl

@ - ‘4@ "= VC R A
8k 8kgf3. / Lal s,
- l: fkg 7 Lo\ e\ anien

it ,1774 pyuv.u‘u; T8

ESPACT PARA USAR DE FASCUNHD
“

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n® 57,
extrato do protocolo.

Qual é o peso de apenas uma melancia?

Nessa situacdo-problema, temos uma relacdo de equivaléncia entre os pratos da balanca,
conforme descrito no seu enunciado. Todavia, o estudante do 5° ano, n°® 57, ndo percebe essa
relacdo entre os pratos (esquerda=direita). Para ele, a equivaléncia existe (isolada) apenas no
interior de cada prato, tanto da esquerda como no da direita. Desse modo, ele apenas identifica

parcialmente as variaveis da situacdo-problema.
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Exemplo 4.2.3.2.5 — Resposta em que o estudante identifica a equivaléncia entre as variaveis

da situacédo
Q8 — A balanga se encontra em equilibrio, ou seja, 0 peso de | Quantas magas temos que colocar no
um prato é igual ao do outro. prato da direita para que a balanga
As magas tém o mesmo peso. As bananas tém o mesmo peso. | permanega em equilibrio?
Figura 1l Figura 2
_,2_.;_ ¢t "_‘ :_._‘\ﬁ'
Resposia:
F'x.l’-ki,'l'.'l PARA USAR DE .P.A":.I LINHEY
Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 58, extrato do protocolo.

Ao observarmos a estratégia presente no esquema de acdo do estudante de n° 58,
verificamos que esse identifica a relacdo entre os pratos (direita=esquerda) e, também, entre as
frutas. Conforme sua representacao iconica em que um abacaxi equivale a duas macas e tendo
a resposta final correspondente a cinco macas. Ele move-se entre as propriedades de uma

relacdo de equivaléncia (simétrica para a transitiva) com facilidade.

4.2.3.2.1 Analise do comportamento dos estudantes nos itens que trataram de equacao, por
nivel

Para 0 objeto equacio, foram considerados os itens Q2, Q4B, Q5A e Q8. E importante
esclarecer que varios estudantes poderiam se enquadrar em mais de um nivel. Por exemplo, o
estudante poderia ser enquadrado dentro do nivel N1 no Item 5A e ja no item 2 ser classificado
como NE3.1. Esse estudante receberia entdo duas classificacdes: NE1 e NE3.1. Por essa razdo
tivemos 104 classificacdes para os 68 estudantes do 3° ano, e 134 classificacdes para os 80
estudantes do 5° ano.

Assim, apresentamos uma tabela contendo os resultados encontrados nos extratos dos

protocolos de respostas dos estudantes investigados.

Tabela 6 — Distribuicdo dos comportamentos dos estudantes, por niveis quanto ao raciocinio
referente a uma equagao

3% ano 5° Ano
NE.¢d 30 del04 (28,8%0) 20 de 134 (14,9%)
NE.1 20 del04 (19,2%0) 10 de 134 (7,5%)
NE.2 28 de 104 (27%) 49 de 134 (36,5%)
NE.3.1 18 de 104 (17,3%) 30 de 134 (22,4%)

NE.3.2 8 de 104 (7,7%) 25 de 134 (18,7%)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Numa primeira anélise, podemos identificar que em relagdo aos conhecimentos
adequados e as relacBes imbricadas numa equacdo, 0s grupos se posicionam paradoxalmente.
Os estudantes do 3° ano nos niveis mais inferiores: NE.¢ e NE.1 (48% do total), e os estudantes
do 5° ano nos niveis mais sofisticados: NE.3.1 e NE.3.2 (41,1% do total). Isto era esperado,
uma vez que o ensino matematico curricular (PCN, 1997 e 1998) disponibilizado a ambos 0s
grupos segue uma tendéncia progressiva em relacdo a nocdo de equivaléncia e suas
propriedades no decorrer dos anos escolares (do 3° para 0 5° ano). O ponto de referéncia entre
0s comportamentos algébricos situa-se na existéncia de uma das habilidades predecessoras do
pensamento algébrico (USISKIN, 1995) a capacidade de identificar uma incognita (NE.2).

Assim, como mencionado anteriormente, identificamos a existéncia de estudantes que
se enquadraram em mais de um nivel de comportamento referente a vertente da equacéo. Ao
utilizar mais de um comportamento operatério, podemos nos perguntar: quantos desses
estudantes (3° e 5° anos) se encontram nos dois niveis ao mesmo tempo? Ou apenas, em um
desses niveis? Para responder a esses questionamentos, analisaremos os dados da tabela 6 a
partir da observacdo dos extratos dos protocolos de respostas dos estudantes numa analise
comparativa intragrupo.

Nessa analise, identificamos que 59,4% dos estudantes do 3° ano utilizaram mais de um
comportamento nos itens que abordam a vertente da equacdo. Todavia, esses situam-se
dispersos entre 0s niveis de comportamentos associados. No tocante ao grupo dos estudantes
do 5° ano, esse indice é um pouco maior, 67,5%. A diferenca, mesmo que discreta, retrata um
perfil cognitivo mais sofisticado em relacdo aos estudantes do 3° ano. Outro resultado que
reforca essa hipotese reside no quantitativo dos indices referentes aos comportamentos dos
niveis NE.2, NE.3.1 e NE.3.2 (17,4% para os estudantes do 3° ano, para e de 45% para 0s do 5°
ano). Esse fato, também, pode ser evidenciado quando observamos a quantidade de estudantes
que se localizam, simultaneamente, nos niveis NE.2 e NE.3.1 (10,1% para os estudantes do 3°
ano, e de 25% para os do 5° ano).

Os resultados gerados anteriormente e a justaposi¢cdo entre os dois niveis NE.2
(identifica a(s) incdgnita(s) da situacdo) e NE.3.1 (identifica parcialmente equivaléncia entre
variaveis) permitem inferir que os estudantes do 5° ano se encontram em condi¢des favoraveis

de serem introduzidos aos conceitos da equagéo.



135

4.2.3.3 Comportamentos observados nos extratos dos protocolos de respostas referente a
vertente da funcéo

No que tange uma funcdo, podemos considera-la como uma relacdo de dependéncia
entre grandezas, num modelo de generalizacdo e organizacdo de leis matemaéticas. Para
Carraher e Schliemann (2008), as fungdes situam-se como um elo importante entre 0s varios
conceitos propostos no curriculo de matematica, dos anos iniciais. Podendo ser expressas por
operacdes basicas da aritmética, como: a adi¢do, a subtracdo, a multiplicacédo e a divisdo.

Assim como descrito nas vertentes algébricas anteriores, identificamos nas situacdes-
problema de abordagem funcional comportamentos que mereceram destaque nos extratos dos

protocolos de respostas dos estudantes.

Quadro 10 — Tipo de comportamentos observados nas situacdes-problemas que envolveram a
nocdo de funcdo (Q1, Q4A, Q6A, Q6B, Q10A e Q10B)
CODIGO | COMPORTAMENTO
NFd Né&o identifica uma relacéo.

NF.1 Utiliza a estrutura aditiva.
NF.2 Utiliza a adicao de parcelas iguais ou a estrutura escalar multiplicativa.
NF.3.1 | Estabelece relagdo parcial entre as variaveis.

NF.3.2 | Estabelece relacdo completa entre as variaveis.
Fonte: Elaborado pela autora

A seguir, apresentamos exemplos de respostas encontradas nos extratos dos protocolos
que justificam a escolha de cada um desses comportamentos como balizadores dos niveis de

raciocinio funcional anunciados nos esquemas de acéo dos estudantes.

Exemplo 4.2.3.3.1 — Exemplo de resposta em que o estudante ndo identifica uma relacédo
Q6 — Na lanchonete da pracinha, estd acontecendo a) Quanto cada um dos amigos pagou por seu

promocao. sanduiche?
MONTE SEU PROPRIO SANDUICHE o
BASICO COMPLEMENTO ; ki 1
Para cada um dos Fedipe. b LARA, | Adur 5. Bla0A. 8 Pedrt. i laik..
= ingredientes b) Todos pagaram o mesmo valor? Por qué?
jm RES.00 acrescenta b
Pi0 + Bife gee gr il oo g
o <
A ]
~ = -~ +R$1,00 Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 20,

Felipe, Artur e Pedro foram lanchar. Cada um deles vai
querer incrementar seu sanduiche.
. Felipe pediu o basico mais queijo, ovo e
——ag Cebola;
v Artur solicitou o basico mais queijo e bacon;
-

extrato do protocolo.
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ovo, tomate, alface, cebola e batata palha.

Pedro turbinou o dele acrescentando no basico: queijo,

Observamos que o estudante do 3° ano, n° 20, ndo demonstra identificar a relacdo de

variabilidade entre os tipos de sanduiches e os complementos. Ele identifica apenas o valor

basico a pagar sem atentar para o fato de que o custo em real, a ser pago, por cada sanduiche

apresenta uma relacdo de variabilidade entre as grandezas (complementos).

Exemplo 4.2.3.3.2 — Resposta em que o estudante utiliza uma estrutura aditiva

Q10 — Trés amigos foram ao parque de diversao.
Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar
nos brinquedos.

1. Lucia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas
de 2 reais;

2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a
metade das notas de 2 reais que Ldcia levou;

3. Beto levou a quantia de Lcia e Jodo juntos.

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais
Beto levou?

b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais 0s trés
amigos levaram juntos para o parque?

ESPACD PARA USAR DE RASCUNHO

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 15,
extrato do protocolo.

O estudante do 5° ano, n° 15, utiliza a estrutura aditiva para encontrar a solugdo da

situacdo-problema e aplica a operacdo de adicdo nos dados de forma implicita e explicita.

Exemplo 4.2.3.3.3 — Resposta em que o estudante utiliza a adicdo de parcelas iguais ou a

estrutura escalar multiplicativa

Q1 - Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se
compra trés bombons vermelhos como
mostra a figura abaixo:

N e

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses
bombons vermelhos. Quantos bombons ele
comprou?

b
$

aAs

Rezsposta: ...

1] Aa
ML O r=Ta s

ESPALD PARA USAR DL RASCUNHD

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° Q9,
extrato do protocolo.

Identificamos no esquema de ag¢do do estudante do 5° ano, n° 09, uma relagdo coerente

entre os dados da situacdo-problema. Para isso, faz uso de uma estrutura escalar multiplicativa

em que a operacdo de multiplicacdo acontece a partir de uma organizacdo da soma de parcelas

iguais.
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Exemplo 4.2.3.3.4 — Resposta em que 0 estudante estabelece relacdo parcial entre as variaveis
Q4 — Diogo e Matheus querem saber quem | a)
tem mais dinheiro.

Diogo tem um valor dentro da carteira e mais
R$ 3,00 na mio. Porut? 1l for duoo c1288h amfus
Matheus tem 2 vezes mais o valor que Diogo SEEELT s
tem dentro da carteira.

a) Quem tem mais dinheiro? Por qué?

b) Quando eles tiverem a mesma quantia em
reais, quanto Diogo tera dentro da sua
carteira?

Resposla: ..:.c.':."ﬂ.l.'..a e,

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 40, extrato
do protocolo.

No tocante a resposta do estudante do 3° ano, n° 40, identificamos que esse apenas
percebe a relacdo de ordem (VERGNAUD, 1996) existente entre os valores que 0s amigos
Diogo e Matheus apresentam. Ndo demonstra perceber que esse valor perpassa pelo valor que
Diogo tera na carteira e, também, na mao. Ou seja, ele identifica parcialmente a relacdo entre a

quantia que Diogo e Matheus tém como uma relagdo funcional.

Exemplo 4.2.3.3.5 — Resposta em que o estudante estabelece relacdo completa entre as variaveis
Q1 - Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00
se compra trés bombons vermelhos como
mostra a figura abaixo:

‘}1 -2 ‘# _ ESPALC PARA USAR DE RASCUNHO
gv z i | “j = ;

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 70, extrato do

Hﬂpﬂﬂtﬂl N —— i e

bombons vermelhos. Quantos bombons ele protocolo.
comprou?

% { ’

i @ 2 = ?

do IE

Nos esquemas de acdo do estudante do 3° ano, n° 70, identificamos que ele estabelece

uma relagéo funcional entre o valor em real e a quantidade de bombons que comprara.

4.2.3.3.1 Anélise do comportamento dos estudantes nos itens que trataram da funcéo, por nivel

Como reportado na vertente da equacéo, no objeto funcdo, foram considerados os itens
Q1, Q4A, Q6A, Q6B, Q10A e Q10B. E importante esclarecer que varios estudantes poderiam
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se enquadrar em mais de um tipo de comportamento. Por exemplo, o estudante poderia ser
enquadrado dentro do nivel N.2 e também ser classificado como N.3.2 no item Q1. Esse
estudante receberia entdo duas classificacdes: N.2 e N.3.2. Por essa razdo, tivemos 86
classificacOes para os 68 estudantes do 3° ano, e 123 classificacdes para os 80 estudantes do 5°
ano.

A seguir, apresentamos uma tabela contendo os resultados da distribuicdo dos

comportamentos encontrados nos extratos dos protocolos de respostas.

Tabela 7 — Distribuicdo dos comportamentos dos estudantes, por niveis quanto ao raciocinio
referente a funcao

3°ano 5% Ano
NFé 30 de 86 (35%) 3 de 123 (2,4%)
NF.1 14 de 86 (16,3%) 47 de 123 (38,2%)
NF.2 9 de 86 (10,5%) 18 de 123 (14,6%)
NF.3.1 13 de 86 (15%) 29 de 123 (23,6%)
NF.3.2 20 de 86 (23,2%) 26 de 123 (21,2%)

Fonte: Dados da pesquisa.

No tocante a distribuicdo dos comportamentos nos itens Q1, Q4A, Q6A, Q6B, Q10A e
Q10B, podemos observar que a habilidade dos estudantes em identificar relagdes apresenta
tendéncias diferentes entre os do 3° ano para com o0s do 5%no.

No que tange aos niveis NF.3.1 e NF.3.2, numa analise (comparativa-interseccao)
intragrupo com relacéo aos niveis NF.3.1 3 NF.3.2, verificamos que 22,2% dos estudantes do
3°ano, e 11,1% os do 5° ano transitam entre esses dois niveis. Dentre esses (22,2% e 11,1%,
respectivamente 3° e 5° anos) temos que, 77,8% dos estudantes do 3° ano conseguem estabelecer
uma relacdo completa entre as variaveis abordadas nos itens de anélise, e no grupo dos
estudantes do 5° ano esse indice sobe para 88,9% dos estudantes. Os dados nos permitem
deduzir que esses estudantes se encontram aptos a introducdo dos conceitos algébricos relativo
a varidvel presente numa situacéo funcional.

Seguindo a andlise intragrupo, temos ainda que dentre os estudantes do 3° ano que
utilizaram uma estrutura aditiva (NF.1), 50% desses conseguem estabelecer uma relacdo parcial
entre as variaveis envolvidas, por outro lado, esse indice para o 5° ano cai para 25,5%. Em
outras palavras, para aqueles cujo comportamento aporta-se no campo aditivo, esse recurso
favorece mais especificamente aos estudantes do 3° ano.

A apresentacdo do comportamento aditivo, em ambos 0s grupos, nao segue, ou seja, nao

evolui para o padrdo do campo multiplicativo. Muitos estudantes encontram-se apenas no
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campo aditivo. No que concerne ao nivel NF.2 para aqueles estudantes que apresentam um
comportamento multiplicativo identificamos uma tendéncia para ambos os grupos. Verificamos
gue esse comportamento nunca acontece sozinho, ele oscila entre seus pares, agregando uma
compreensdo parcial ou total para o raciocinio funcional.

A partir desses resultados, podemos presumir que um dos pré-requisitos basicos para o
raciocinio funcional se apoia nas estruturas multiplicativas, por ter nela uma filiagdo, uma
continuidade conceitual (VERGNAUD, 1996). Consideramos ainda que as operaces de
multiplicacdo e de divisao, que a razdo e as invariantes encontradas nessa estrutura funcionam
como um dos pilares para o desenvolvimento da proporcionalidade (PONTE et al, 2007). E a
proporcionalidade situa-se como um apoio para o raciocinio funcional (SPINILLO, 1994).

Os tipos de comportamentos categorizados neste estudo tiveram como suporte 0s
extratos dos protocolos de respostas dos estudantes, que remetessem a um tipo de raciocinio
funcional exceto o primeiro. Pois, em N¢, temos retratado a falta de conhecimento ou a nogéo
conceitual de uma relacédo de dependéncia entre grandezas. Desse modo, observe exemplos de
respostas que balizaram este estudo investigativo no campo da vertente algébrica da funcéo,
que possibilitaram fazer as inferéncias sobre o0s niveis de raciocinio algébrico que os sujeitos

da pesquisa se situaram.

Exemplo 4.2.3.11 — Resposta que apresenta um comportamento, segundo um raciocinio
proporcional
Q1 — Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra trés bombons vermelhos como mostra a
figura abaixo:

R
£ j}#% =‘:"¢.

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons ele
comprou?

b
’?10

aAs

*

Resposta: .. ... Resposta: ... L4gilsaiu..... ...,

ESPAGO PARA LISAR DE RASCUNHO ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO
o X0
]

DEIS Remis coRPRA 15 Bompons




Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 59, | Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n® 73,
extrato de protocolo. extrato do protocolo.
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No que tange aos esquemas dos estudantes (3° e 5° anos) identificamos representagdes

escritas diferentes, mas que remetem a um mesmo teorema-em-acdo. Podemos identificar o tipo

de teorema utilizado (implicito e explicito, respectivamente) e sua estrutura escalar na figura a

sequir:

Quadro 11 — Apresentagédo do teorema-em-acéo e sua representacao
Teorema-em-acéo Estrutura escalar

Reais Bombons
10 —» 2 f

X—3 |2-—-—;'- 3
1@
. 10— ){I

Fonte: Dados da pesquisa.

Comparando a figura 4.2.3.12 com o0s esquemas apresentados pelos estudantes (3° ano,

n°59, e 5% ano, n° 73), observamos que ambos demonstram ter nog¢éo conceitual de uma relacéo

proporcional, ja que apresentam comportamentos semelhantes. O estudante do 3° ano se apoia

nas estruturas icnicas na sua a¢do, enquanto que o estudante do 5° ano tem como sustentaculo

as operacdes de divisdo e multiplicacdo e consegue explicitar suas a¢fes, mas ambos retratam

0S mesmos procedimentos operatorios.

Exemplo 4.2.3.13 — Exemplo de resposta que apresenta um comportamento, segundo um

raciocinio funcional

Q1 — Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra trés bombons vermelhos como mostra a
figura abaixo:

e R

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons ele
comprou?

B '. - s oceg ~

% 710

™ g R = ?

1S e fls ; .
AUAS - ‘/)

|
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- ’l a
Resposta .“l/J.,,..> Resposty: G4 (o trormir TS dfoeliom.
[ (O e T
ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO ESPACO PARS USAR OF RASCUMHE

Y : 0

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n°® 12, | Eonte: Resposta do estudante do 5° ano, n® 21
extrato do protocolo. extrato do protocolo.

No que concerne aos esquemas de acdo dos estudantes, observamos que tanto o
estudante do 3° ano, n° 12, como o do 5° ano, n° 21, apresentam uma noc¢éo funcional que foi
adaptada ao seu repertorio cognitivo. Como mencionado na analise do exemplo 4.2.3.11, 0s
estudantes apresentam um mesmo teorema-em-acdo, porém agora com um nivel de

equivaléncia apurado. Podemos verificar essa relacao na figura a seguir:

Quadro 12 — Apresentacdo do teorema-em-acdo e sua representacao
Teorema-em-acgéo Estrutura escalar
Reais Bombons
f
2——>3
f
10— x

2 =23
10— x

Fonte: Dados da pesquisa.

Em seus esquemas de acdo, os estudantes utilizam notacGes simbolicas (particulares)
para representar um mesmo comportamento relacional. Temos que a construgdo, a
compreensdo, a relacdo entre notagbes e conceitos ocorrem de forma interativa, e que essas
conexdes enriquecem tanto as notacdes quanto a formacao dos conceitos (BRIZUELLA, 2006).

Esses discentes ndo passaram por nenhuma instrugdo formal sobre uma funcgéo linear,
no entanto apresentam, em seus esquemas de acdo, uma nogdo generalizada sobre a relacéo
funcional proposta na situacéo-problema do instrumento diagndstico. Uma possibilidade para
essa adaptacdo pode ser reflexo da metodologia de estudo e da abordagem conceitual das quatro
operacOes basicas da aritmética (adicdo, subtracdo, multiplicacéo e divisdo) ao longo dos anos
iniciais, uma vez que, em sua base, temos as no¢oes de funcdo (CARRAHER; SCHLIEMANN,
2008)
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Mesmo n&o passando por instrugdo algébrica identificamos uma relagdo peculiar para um
estudante dos anos iniciais, como mostra o exemplo de resposta do extrato do protocolo de

resposta dos estudantes do 3° ano.

Exemplo 4.2.3.14 — Resposta de comportamento de reconhecimento da invariante de uma
variavel algébrica

Q4 — Diogo e Matheus querem saber quem tem mais dinheiro.
Diogo tem um valor dentro da carteira e mais R$ 3,00 na méo.
Matheus tem 2 vezes mais o valor que Diogo tem dentro da carteira.

a) Quem tem mais dinheiro? Por qué?

F )

T
G A

b) Quando eles tiverem a mesma quantia em reais, quanto Diogo teré& dentro da sua
carteira?

Resposta: ... 5.

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 64, extrato do protocolo.

Notamos no esquema descrito pelo estudante do 3° ano, n° 64, que esse apresenta uma
nogao sobre uma incognita, seja no status de variavel, seja no constante’” Vimos nesse tipo de
comportamento uma caracteristica interpretativa da varidvel, que ultrapassa os limites
conceituais propostos ao longo dos anos iniciais, uma vez que a nogdo de variavel é abordada
apenas a partir do 6° ano, do Ensino Fundamental. Essa percepg¢éo cognitiva do estudante vai
ao encontro das discussfes de Vergnaud (1996) que sugere que a partir da capacidade
adaptativa, no potencial implicito de um repertdrio dos estudantes residem o cerne de um
conceito cientifico. Todavia, observa-se que esse potencial é desperdicado pelas diretrizes
curriculares e planejamentos pedagdgicos no quesito de um conceito algébrico. As limitacGes
impostas no estudo da aritmética (BOOTH, 1988), a relacdo dualista de continuidade e ruptura
entre a aritmética e a Algebra e o conhecimento enciclopédico presentes nos manuais de ensino
retardam os saltos epistemoldgicos necessarios a aprendizagem dos conceitos algébricos.
Entretanto, ao trazer para o curriculo de matematica a abordagem do pensamento algébrico no
eixo da Algebra (inédito para os anos iniciais) a BNCC (BRASIL,2017) podera desmitificar a

concepgdo e a ordem hierarquica, aritmética-algebra, até entdo estabelecida.

75 Conceito abordado no capitulo |.
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Seguindo nessa linha de raciocinio do estudante do 3° ano, n® 64, encontramos outros
cinco exemplos (extratos dos protocolos dos estudantes do 3° ano) que direcionam para a
existéncia de uma nocdo de variabilidade de uma grandeza. Isto sem mencionar quantos
conseguem identifica-la como uma incognita ou constante. Novamente, os dados reforcam
nossas discussfes sobre a possibilidade de desenvolver e ampliar o potencial algébrico dos
estudantes desde os anos iniciais, do Ensino Fundamental. Visto que se forem possibilitadas
instrucdes adequadas, esses estudantes poderdo desenvolver um raciocinio algébrico solido
(BOOTH, 1984), evitando os insucessos verificados nas avaliacdes de aprendizagem nos anos
finais, do Ensino Fundamental (SOUSA; PANOSSIAN; e CEDRO, 2014), como, por exemplo,
no Programme for International Student Assessment — PISA e na Prova Brasil.

Pesquisas como a de Teixeira (2016), Carraher e Schliemann (2016) e Silva (2012)
apontam que os estudantes dos anos iniciais apresentam uma dificuldade na abordagem do
raciocinio funcional, o que era de se esperar, uma vez que esse conceito ndo faz parte de seu
curriculo. Todavia, 0 que observamos nos resultados gerados sugerem que se forem propostas
atividades aritméticas-algébrica na forma de resolucio de problemas’®, esses aprenderdo o que
aparentemente ndo sabem (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2008). No entanto, vale ressaltar a
necessidade de ajustes nas situaces-problema presentes nos manuais de ensino para que essas
se tornem adequadas ao potencial algébrico dos estudantes. Uma vez que em situacdes pautadas
por uma intencionalidade algébrica os insucessos ndo resistirdo a uma instrucdo (BOOTH,
1994).

4.2.3.4 Os niveis de raciocinio algébrico dos estudantes a partir dos comportamentos
observados nos protocolos de respostas

Como ja anunciado no capitulo Ill, metodologia, procuramos identificar nos
comportamentos apresentados nos protocolos de respostas dos estudantes do 3° e 5° anos, pistas
dos conceitos e seus invariantes algébricos presentes (mas nem sempre explicito) nos
comportamentos desses estudantes. E, a partir disso, associa-las a niveis de raciocinios
algébricos ou sua proximidade. Esses niveis estdo relacionados aos conceitos de sequéncia, de
equacéo e de funcéo (linear).

Convém ressaltar que os niveis de raciocinio algébrico que almejamos identificar

referem-se aqueles surgidos na perspectiva da Early Algebra, ou seja, aqueles que trazem em

SONUCHIC, Lourdes de La Rosa (1999).
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sua natureza elementos caracterizadores e constitutivos do pensamento algébrico”. A
categorizacao desses raciocinios nessas duas ordens, aconteceu por entendermos que eles néo
estdo necessariamente formalizados para esses estudantes, o que permite com que muitos ainda
se encontrem implicitos nos esquemas de acdo do estudante, no ambito do contexto aritmético
(CARRAHER; SCHLIEMANN, 2005).

Consideramos que o raciocinio algébrico de 12 ordem consiste naquele em que a forma
de raciocinar dos estudantes evidenciam a existéncia de nocdes primarias sobre o0s
conhecimentos algébricos. Enquanto que o raciocinio algébrico de 22 ordem é aquele em que
essas nocles sdo mais consistentes e mais bem-acabadas que o de 1% ordem em relacdo a
generalizacdo, a equivaléncia e a funcionalidade.

Para melhor explicar essas duas ordens e, ainda, estabelecer uma associacao entre 0s
tipos de comportamentos identificados e os niveis de raciocinios algébricos, apresentamos a
tabela 8 em que os raciocinios algébricos, de 1% e 22 ordens, estdo associados a uma categoria
do tipo de comportamento dos estudantes e, também, a acdo observada no protocolo de resposta

do estudante.

Tabela 8 — Relacdo entre os comportamentos observados no objeto de estudo e os niveis de
raciocinio algébrico

Nivel de raciocinio Tipo de comportamento Ac0es observadas
NS.3.1 IDENTIFICA UMA REGULARIDADE PROXIMA E/OU
DISTANTE; MAS NAO CONSTROI UMA SEQUENCIA
RACIOCINIO RECURSIVA;
ALGEBRICO DE 1# NE.3.1 IDENTIFICA PARCIALMENTE EQUIVALENCIA
ORDEM (NR.1) ENTRE VARIAVEIS;
NF.3.1 ESTABELECE RELACAO PARCIAL ENTRE AS
VARIAVEIS;
NS.3.2 IDENTIFICA UMA REGULARIDADE PROXIMA E/OU
DISTANTE E CONSTROI UMA SEQUENCIA
RACIOCINIO RECURSIVA;
ALGEBRICO DE 22 NE.3.2 IDENTIFICA A EQUIVALENCIA ENTRE AS
ORDEM (NR.2) VARIAVEIS DA SITUACAO;
NF.3.2 ESTABELECE RELACAO COMPLETA ENTRE AS
VARIAVEIS.

Fonte: Elaborada pela autora.

Legenda: NS.3.1= Nivel trés do comportamento de sequéncia e se encontra na ordem um; NE.3.1 = Nivel trés do
comportamento de equagdo e se encontra na ordem um; NF.3.1 = Nivel trés do comportamento de funcéo e se
encontra na ordem um; NS.3.2 = Nivel trés do comportamento de sequéncia e se encontra na ordem dois; NE.3.2
= Nivel trés do comportamento de equacédo e se encontra na ordem dois; NF.3.2 = Nivel trés do comportamento
de funcéo e se encontra na ordem dois.

" Assunto abordado no capitulo 1.
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Conforme avangamos na investigacdo do estabelecimento de relagédo entre os
comportamentos dos estudantes e seus niveis de raciocinios, identificamos que eles ndo se
concentram em apenas um nivel de raciocinio algébrico. Isto quer dizer que quando era possivel
identificar os comportamentos e/ou sua proximidades de um certo estudante, percebiamos que
esses oscilavam entre ser de 12 ou 22 ordem (classificagdo da natureza estabelecida). Como ja
discutido na subsegdo “Qual a relagdo entre os dominios da aritmética e da Algebra?”, capitulo
I, essa forma raciocinar algebricamente dos estudantes € intuitiva, fruto de uma deducéo
proveniente de suas experiéncias nos dominios da aritmética, de suas estruturas generalizaveis
e de suas relagBes intrinsecas com os conceitos algébricos.

Reproduzindo os dados gerados na analise dos comportamentos, traremos o0s resultados
numa configuracdo ordenada para que esses possam delimitar o nivel de raciocinio algébrico
de 12 e 22 ordens (ou sua proximidade). Faremos uma analise de cada grupo de estudante em
particular (intragrupos) e depois entre os dois (intergrupos). Devido & pesquisa ter se
concentrado apenas nos comportamentos apresentados nos esquemas gerados nos protocolos
de respostas, ndo poderemos avancar muito, como gostariamos, nesta linha de classificacéo.

Seguindo a andlise qualitativa da pesquisa, apresentaremos uma compilacdo dos dados
gerados entre os tipos de comportamentos observados em cada uma das vertentes algébricas
estudada e a classificacdo do nivel do raciocinio algébrico (estabelecida anteriormente). Inicia-
se pelos resultados encontrados nos protocolos de respostas dos estudantes do 3° ano.

Tabela 9 — Raciocinio algébrico identificado nas aces dos estudantes do 3° ano

Raciocinio algébrico

Acdes observadas - 1* ordem - - 2% ordem -
Cddigo Ocorréncias Cddigo Ocorréncias
Sequéncia NS.3.1 1,5% NS.3.2 30,9%
Equacdo NE.3.1 17,3% NE.3.2 7,7%
Funcao NF.3.1 15% NF.3.2 23,2%

Fonte: Dados da pesquisa.

No que tange aos estudantes do 3° ano, observamos, na tabela 9, que na vertente da
sequéncia esses ja se encontram em um processo evolutivo consideravel. Em outras palavras, o
nivel de raciocinio algébrico dos alunos situa-se muito mais na categoria de 22 ordem que na 12
(30,9% contra 1,5%, respectivamente). Esse resultado pode ser explicado como uma
consequéncia de sua proximidade com as atividades escolares. Seja na relacdo da aritmética
generalizavel, seja nas suas estruturas algebrizadas (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2008;
BRIZUELLA, 2006; BROCARDO et al, 2006; GOMEZ, 2006; VALE et al, 2006; NCTM,
2000; USISKIN, 1995; BOOTH et al, 1995, entre outros).
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O exemplo 4.2.3.4.3, a seguir, mostra trés extratos do protocolo de respostas em
questBes que envolviam o conceito de sequéncia, os quais foram classificados no nivel de

raciocinio algébrico de 22 ordem. Referem-se aos itens Q3A, Q3B, Q 7 e Q9, respectivamente.

Exemplo 4.2.3.4.3 — Respostas de raciocinio algébrico de 22 ordem, por um estudante do 3° ano

na vertente da sequéncia
Q3 — Carlitos é um boneco que adora fazer exercicio. No | P
exercicio, ele flexiona as pernas e mexe 0s bracos seguindo FrAS
uma ordem nos movimentos. Ele pretende continuar nessa <l
atividade por algum tempo. Veja a ordem dos exercicios do o
Carlitos. b)

12 posicio 22 posicio 32 posicio 42 posicio Saposj;ao 63 posicao . L 4 fa T w
a) Desenhe ao lado como ele estara na 92 posicao. GVl L i
b) Desenhe ao lado como ele estard na 582 posi¢ao.

Q7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares
formada por bolinhas.

. "
o oo 000 iy
o 00 000 0000 e 5
o 00 000 0000 00000 i X s,
1 3 6 10 15 foy ¥ ;_‘)E'l
\ LA
Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo A
necessarias para fazer 82 figura?
Q9 — Bibi passa horas brincando de escrever sequéncias.
Certo dia saiu as pressas deixando a sequéncia incompleta. | (—— — — T ,
P q P [TT T " [®[4T26]2a 22 [35]
Resposta: . ..
(147w J]] ]

Quando retornar, devera concluir essa sequéncia
obedecendo a mesma ordem. Qual serd o 92 numero
(termo) que ela escrevera?

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 71, extratos do protocolo.

Observamos nos comportamentos do estudante do 3° ano, n° 71, que ele compreende o
conceito de sequéncia. Apoiado no processo de contagem, o estudante forma agrupamento
(sequéncia de quatro elementos), quando esse diz ter contado de “um por um”, ou seja, ele
percebe a composicao periddica do movimento do boneco na Q3. Na situacdo-problema Q7, o
estudante se ampara nos icones para encontrar a 82 figura de forma intuitiva. O recurso de
imagens iconicas com um visual numérico favorece o desenvolvimento de abordagens
intuitivas (LINS; GIMENEZ, 2001). Presumimos que de maneira indutiva ele tenha
identificado o critério de formacdo de sequéncia na organizacdo (posicdo e quantidade) das
bolinhas. Observamos também que na Q9 ele ndo demonstra ter encontrado dificuldades em
reproduzir a sequéncia numérica. Na Q9, conjecturamos que o aluno tenha estabelecido a

sequéncia a partir de uma adigdo de parcelas reiteradas, de trés em trés.
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Para contrapor aos exemplos de respostas classificadas como de 22 ordem, no exemplo
anterior, o exemplo 4.2.3.4.4, a seguir, apresenta trés exemplos de comportamentos extraidos
do protocolo de resposta de um estudante n°® 57, do 3° ano, em que identificamos indicios de
um raciocinio algébrico apenas de maneira elementar, o que aludimos ser de 12 ordem, desta

vez ndo nas questdes que envolveram o conceito de sequéncia, mas sim de equagéo.

Exemplo 4.2.3.4.4 — Respostas de raciocinio algébrico de 12 ordem, por um estudante do 3° ano,

na vertente da equacao

Q2 — Observe que a balanga abaixo se encontra em equilibrio,
ou seja, 0 peso de um prato é igual ao do outro. Todas as
melancias tém o mesmo peso. Resposte: ... Koo

/ é? ’, ESPACD PARA LSAR DE RASCUNHO
@‘" i / o
o 4 T o 4 e

| g ke
i = -~

Qual é o peso de apenas uma melancia?
Q5 — Pedro precisa fazer uma tarefa de matematica. Ele pensa, | ensoo M vae .12
concentra-se, mas, estd precisando de uma ajuda. VVocé pode -
ajuda-lo a descobrir o valor de cada uma das figuras? 1L

a) A-12=0;Entioo A vale.. w -

Q8 — A balanca se encontra em equilibrio, ou seja, o peso de
um prato € igual ao do outro. As magas tém o mesmo peso. As
bananas tém o mesmo peso. w
P Resposta: = il
‘,Z_;(" Y

- ESPACD) PARA LISAR DF RASCUNKD

il

Quantas magas temos que colocar no prato da direita para que O ;‘: O
a balanca permaneca em equilibrio?

Aoeow (1) &

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 57, extratos do protocolo.

No que tange a vertente da equacdo, observamos, na tabela 9, que havia muito mais
estudantes do 3° ano no nivel de raciocinio algébrico de 12 ordem que de 2% (17,3% contra
7,7%). O resultado era previsivel, uma vez que a relacdo de equivaléncia abordada nos anos
iniciais é retratada como resultado de uma operacdo (LINS; GIMENEZ, 2001), ou seja, ela
abrange apenas a propriedade basica da equivaléncia “a igualdade” (GOMERO, 2017). Nos
manuais didaticos para 0 ensino da matematica, dos anos iniciais, do Ensino Fundamental,
quando surge alguma situacdo de equivaléncia essa apresenta-se em atividades do tipo “2 + 3
=7, ou?+5=_8". Numa situacao desse tipo o estudante apenas interpreta o sinal de igual como

o resultado da adicdo. N&o se dispde na ocasido outras interpretacdes desse sinal, como, por
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exemplo, uma situacdo em que uma operacdo possa ser representada como relagdo de
equivaléncia entre os membros dessa operagéo, por exemplo: 2+3=1+4,0u2+3=9-4,
em que o estudante possa perceber a relacéo de equivaléncia envolvida na situacao.

Raramente encontramos nos manuais didaticos dos anos iniciais, do Ensino
Fundamental, situacdes-problema mediadas por balanca de dois pratos. Essa organizacéo
didatica é um desperdicio de oportunidades, uma vez que a balanca de dois pratos, como uma
ferramenta cultural permite uma ponte entre os conhecimentos espontaneos e cientificos dos
estudantes. Uma “metafora do principio de equivaléncia” (DA ROCHA, 2003, p. 61) que
possibilita a familiaridade algébrica, além de ser um recurso analégico de justaposicédo através
das leis do equilibrio (FIORENTINI, 1993). Esse recurso visual pode desencadear a nogao de
equivaléncia numa base elementar para os anos iniciais (conjunto dos nimeros naturais).

Ressaltamos que as atividades mediadas por balanca de dois pratos apesar de
favorecerem a construcao do principio de equivaléncia, apresentam limitacGes conceituais, 0
que demanda outros suportes didaticos para a formacdo do conceito algébrico. Se o objetivo for
a apropriacdo do conceito (formal) de uma equacao algébrica, bem como seus elementos a
atividade deverad apresentar também o carater de abstracdo. Esse carater subsidiara saltos
conceituais, pois no avangar dos campos numericos (por exemplo, no conjunto dos nUmeros
inteiros) esse recurso analdgico apresenta limites epistemoldgicos e ndo fornece condicées para
a transicao do concreto para o campo abstrato (LINS; GIMENEZ, 2001).

Por fim, no que concerne a vertente da funcdo, os comportamentos dos estudantes do 3°
ano apresentados em porcentagem na tabela 9 mostra uma diferenca entre os niveis de
raciocinio algébrico de 12 e 22 ordens, a favor da dltima (8,2%), 0 que sugere que para um
quarto desses estudantes a nogdo funcédo e seus elementos caracterizadores ja comegam a ser
despertados ou implicitamente conhecidos. Podemos conjecturar que eles se encontram num
periodo de transicdo entre os raciocinios algébricos de 12 e 22 ordens. Para exemplificar esse
tipo de raciocinio, apresentamos, a seguir, um extrato do protocolo de respostas do estudante n°
65, do 3° ano, em que identificamos seu desempenho nas situagdes-problema Q1, Q6 e Q10, no

que se refere ao conceito de funcéo.

Exemplo 4.2.3.4.5 — Respostas de raciocinio algébrico de 12 ordem, por um estudante do 3° ano,

na vertente da funcao
Q1 — Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra
trés bombons vermelhos como mostra a figura abaixo: e

E, z }‘5 =#" RBB_PIE‘?FH: .n..'.-._._.:':n.. -
[ & &

'J ESFACD PARA LISAR DE RASCUNHO

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons
vermelhos. Quantos bombons ele comprou? Juihipads
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Q6 - Na lanchonete da pracinha esta acontecendo

promogéo- a) QuanTo cada um dos amigos pagou por sed sanduiche?
MONTE SEU PROPRIO SANDUICHE RO PR AL, M 0o, Pl 0
BASICO COMPLEMENTO b)Todos pagaram o mesmo valor?  Resposta. /.42

Porqué?

Para cada um dos
= — ingredientes =

jw R$5,00 acrescenta e — ESES e
T gee — e

R ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

Pdo + Bife

3 3 |
©O® " +R$1,00
Felipe, Artur e Pedro foram lanchar. Cada um deles vai
querer incrementar seu sanduiche.
) Felipe pediu o basico mais queijo, ovo e -
S cebola; I
= Artur solicitou o basico mais queijo e bacon;
. Pedro turbinou o dele acrescentando no
=== baésico: queijo, ovo, tomate, alface, cebola e
batata palha.

Q10 — Trés amigos foram ao parque de diverséo. Reporin 6228806 Lo L MAIS1D worsg
Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar nos |

brlnquedos FSPACO PARA USAR DE RASCUNHO

1. Ldcia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas de 2

reais;

2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a metade
das notas de 2 reais que Ldcia levou;
3. Beto levou a quantia de Lcia e Jodo juntos.

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais Beto
levou?

b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais 0s trés amigos
levaram juntos para o parque?

Fonte: Resposta do estudante do 3° ano, n° 65, extratos do protocolo.

A partir dos esquemas de acédo usados pelo estudante n° 65, do 3° ano, identificamos que
ele compreende a nocdo de dependéncia entre as grandezas envolvidas (valor monetario e
quantidade do produto), com um apoio iconico (Q1 pauzinhos e Q10 desenho de notas). O
discente demonstra ter um raciocinio funcional elementar. Nos parece que a estrutura
multiplicativa das situagdes-problema favoreceu a compreensédo funcional e que a associacdo
dessa com os icones na Q1 (PEREZ, 2016) foi um suporte adequado na elaboragdo do teorema-
em-ac&o por tras do teorema matematico’®. No tocante a Q10, temos que a relagio funcional
foi compreendida e desenvolvida pelo estudante a partir das operacfes basicas da aritmética,
operacgdes como funcdo (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2008).

Entretanto, na classificagdo quanto ao raciocinio algébrico dos estudantes do 3° ano, do
Ensino Fundamental, em relacdo & vertente da funcdo, ndo temos como matematicamente

classifica-lo. A esse fato podemos fazer uma analogia com as discussdes de Teixeira (2016),

8Discussédo apresentada na subsecdo anterior deste capitulo IV.
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qguando chama atencdo para a dificuldade dos estudantes do 5° ano em relagdo ao conceito de
funcdo. Essa discussdo do autor nos permite presumir que se a funcéo é um conceito sofisticado
para os estudantes do 5° ano, quica para os estudantes do 3° ano. Percebemos que os estudantes
do 3° ano até conseguem estabelecer uma relacdo de dependéncia entre os elementos das
situacOes-problema, mas sua forma de raciocinar encontra-se ainda limitada cognitivamente.
Seguindo a andlise da relagdo entre os niveis de raciocinio algébrico dos estudantes a
partir dos comportamentos observados nos protocolos de respostas, conheca, agora, 0S

resultados gerados a partir das respostas dos estudantes do 5° ano.

Tabela 10 — Raciocinio algébrico identificado nas a¢fes dos estudantes do 5° ano
Raciocinio algébrico

Acdes observadas T 1 ordem - — 2 ordem -
Cadigo Ocorréncias Cadigo Ocorréncias
Sequéncia NS.3.1 5% NS.3.2 28,7%
Equacdo NE.3.1 22,4% NE.3.2 18,7%
Funcéo NF.3.1 23,6 NF.3.2 21,2%

Fonte: Dados da pesquisa.

Em relacdo a vertente da sequéncia, observamos nos resultados ocorridos para 0s
estudantes do 5° ano, assim como para os estudantes do 3° ano, que os raciocinios algébricos
deles também se encontram mais na categoria de 22 ordem que na de 12 (de 5% para 28,7%,
respectivamente). Para fundamentar essa classificacdo, verifique os extratos do protocolo de
resposta do estudante do 5° ano, n® 55, que retratam o seu raciocinio algébrico nas questdes Q3,

Q7 e Q9, referente ao conceito de sequéncia.

Exemplo 4.2.3.7 — Resposta de raciocinio algébrico de 22 ordem, por um estudante do 5° ano,
na vertente da sequéncia

Q3 — Carlitos é um boneco que adora fazer FAGA O SEU DESENHO ABAIXO
exercicio. No exercicio, ele flexiona as pernas e N~ ,/J
mexe 0s bragos seguindo uma ordem nos g &5
movimentos. Ele pretende continuar nessa &\, [l

atividade por algum tempo. Veja a ordem dos

exercicios do Carlitos. /5&”
NEA oA S RUVARF S A o\ 5 ]

12 posicdo 2%posicdo 3% posicdo 4°posicdo 5% posicdo 6% posicdo ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

a) Desenhe ao lado como ele estard na 92 posicao.
b) Desenhe ao lado como ele estard na 582
posicdo.
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Q7 — Observe a sequéncia das figuras triangulares Resposta
formada por bolinhas. ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

@ 2l
[ o0 :
[ o0 000 —
® 00 000 0000 A
o 00 000 0000 00000
10 15

1 3 6

Seguindo essa mesma ordem quantas bolinhas
serdo necessarias para fazer 82 figura?

Q9 — Bibi passa horas brincando de escrever
sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a T AT 70 (454

~ .. | _i X 7
sequéncia incompleta.
Resposta
| 1 | 4 | 7 | 10 | | | | | | T EewoemausavewsIWD,
Quando retornar, devera concluir essa sequéncia t__— R0 :
\ ra i
obedecendo a mesma ordem. Qual sera o 99 B

numero (termo) que ela escrevera?

Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 55, extratos do protocolo.

Como podemos notar nos esquemas de acdo do estudante do 5° ano, de n° 55,
apresentado nos trés extratos do protocolo de resposta, percebemos que ele compreende o
conceito de regularidade e/ou sequéncia e a lei de formacdo envolvida, fundamenta-se na
generalizacdo da relacdo existente entre os elementos da sequéncia para encontrar termos
desconhecidos. Quanto a capacidade de compreensdo das sequéncias envolvidas nas situagdes-
problema investigadas e 0s esquemas de acao apresentados nas respostas nos permite dizer que,
de acordo com a classificacdo, o estudante do 5° ano apresenta um raciocinio algébrico de 22
ordem.

Identificamos que o estudante do 5° ano, em questdo, consegue verbalizar o fator
generalizador (estrutura aditiva) e demonstra em seu teorema-em-a¢do’® uma nogdo palpavel,
porém de dominio aritmético, do que seja uma sequéncia como conceito algébrico. Presumimos
que essa habilidade de generalizacdo, é reflexo de uma capacidade algébrica (Early Algebra)
que subjaz em seu repertdrio cognitivo (VERGNAUD, 1996) cuja origem tem sido adaptada
das operacgdes basicas da aritmetica. Esse estudante opera sobre os resultados encontrados, isto

implica uma estreita ligacdo com o pensamento algébrico (BLANTOM, 1984).

9 Os teoremas por tras dessas acdes ja foram apresentados na subsecéo anterior deste capitulo V.
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Na situacdo-problema Q3, ele identifica uma sequéncia periddica composta de seis
elementos®, e relata que encontrou a posicdo do boneco mediante a descoberta da sequéncia.
Na verbaliza¢dao da ac¢do (“eu contei de acordo com a sequéncia”), mais uma vez 0 aluno
demonstra ter conhecimento do que seja uma sequéncia.

Contrapondo os exemplos de raciocinio de 22 ordem encontrados na sequéncia, no que
concerne a vertente da equacéo, os estudantes do 5° ano encontram-se na categoria de 22 ordem
(de 22,4% para 18,7%, 1% e 2% ordens respectivamente). Novamente, identificamos outra
semelhanca com as categorias de raciocinio algébrico de seus colegas do 3° ano, porém com
uma diferenca menor (17,3% para 7,7% para os estudantes do 3° ano) e um contorno que se
aproxima para o raciocinio algébrico de 22 ordem que os estudantes do 3° ano. No intuito de
discutir essa posicao, observe os extratos do protocolo de respostas das situacdes-problemas Q2

e Q8, do estudante do 5° ano, n® 62, para aportar essa SuUpOosicao.

Exemplo 4.2.3.8 — Respostas de raciocinio algébrico de 12 ordem, por um estudante do 5° ano,
na vertente da equagao
Q2 - Observe gue a balanca abaixo se encontra

em equilibrio, ou seja, o peso de um prato é Resposta:0.. 4828, 0.4 '\ K~
igual ao do outro. Todas as melancias tém o _
ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO
mesmo peso. ke
& 2
0 8kg K o 5 /
:_ﬂ{ju , o ’1‘17»/. _-.7,: “ ‘.;‘SAGV"A o Q/U.fot,'.\:

1 . i (\;,\uj—"f'

Qual é o peso de apenas uma melancia?

Q8 - A balanga se encontra em equilibrio, ou
seja, 0 peso de um prato € igual ao do outro. As
magas tém o mesmo peso. As bananas tém o
mesmo peso.

Figura 1 Resposta; -

ESPACD P LISAR DE RAS CLIBHO

O% ek

| _ |
S —
] [

Quantas macés temos que colocar no prato da
direita para que a balanga permaneca em
equilibrio?

Figura 2

“ !‘,:;ik ?
- ; ‘ M‘M - N, 7'

8Essa possibilidade foi relatada no capitulo 111, metodologia.
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Fonte: Resposta do estudante do 5° ano, n° 66, extratos do protocolo.

Ao observamos os esquemas de acdo utilizados pelo estudante do 5° ano, n° 62,
identificamos um conhecimento parcial dos conceitos que envolvem uma equacdo. Vimos na
situacdo-problema Q2, que ele ndo identifica a relacdo de equivaléncia ilustrada pela balanca
de dois pratos. Nessa incapacidade algébrica estabelece apenas uma relacdo de igualdade
(apenas em um prato), afirmando que se as duas melancias pesam 8 kg, entdo uma melancia é
igual a 4 kg. Mesmo nessa visao parcial, 0 educando constroi uma relacédo de equivaléncia que
Ihe seja conveniente. Assim, essa organizacdo, particular do estudante, sugere que mesmo
identificando como uma igualdade, ele demonstra ter uma nogédo de equivaléncia, uma vez que
toda relacdo de igualdade é uma relacdo de equivaléncia, pois admite as propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva (VERGNAUD, 2014), base para toda e qualquer relacdo de equivaléncia.

Essa visdo parcial de equivaléncia pode ser entendida como uma falta de familiaridade
com esse tipo de tarefa nos anos iniciais, visto que ele deve ter conhecimento o que seja uma
balanca de dois pratos e da condicdo de equilibrio presente. Esse fato pode ter uma explicacdo
na distancia existente entre os conhecimentos da experiéncia cotidiana e 0s conhecimentos de
base algébrica. A Algebra é um conhecimento estritamente escolar (LINS; GIMENEZ, 2001),
0 que dificulta sua relagdo com os conhecimentos sociais.

Por outro lado, na situagdo-problema Q8, o estudante do 5° ano identifica e compreende
a nocdo integral de uma relacdo de equivaléncia entre as frutas, elementos presentes na questéo.
Percebe a lei do equilibrio entre os pratos e exibe, em seu esquema (linguagem materna), a
relacdo entre as propriedades simétrica e transitiva. O que podemos dizer que o teorema por
tras de sua acdo é legitima, ou seja, se um abacaxi equivale a duas macas, entdo dois abacaxis
equivalem a quatro macas, logo dois abacaxis e uma maca equivalem a cinco macas.

Concluindo a analise quanto ao raciocinio algébrico dos estudantes do 5° ano, no que
concerne a categorizacdo em relacdo a vertente da funcdo, apresentado na tabela 10,
identificamos uma diferenca entre os niveis de raciocinio algébrico de 12 e 22 ordens, a favor
para 12 ordem (2,4%). Essa diferenca sugere que quase um quarto dos estudantes ainda dispdem
de uma nocéao parcial do raciocinio funcional. Esse fato traz indicios de uma dependéncia
aritmética que pode comprometer sua nogdo algébrica (LINS; GIMENEZ, 2001; SOUSA,
PASSIAN; CEDRO, 2014). A seguir, apresentamos 0s extratos do protocolo de resposta de um
estudante do 5° ano, n°® 69, que justifica essa classificacao.
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Exemplo 4.2.3.9 — Respostas de raciocinio algébrico de 12 ordem, por um estudante do 5° ano,

na vertente da funcao

Q1 — Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se
compra trés bombons vermelhos como mostra a
figura abaixo:

T B

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses
bombons vermelhos. Quantos bombons ele

1
Resposta: ..ol

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

\
AL ‘-CJ"'V";Q,\'

-

v I b

Q6 — Na lanchonete da pracinha est4 acontecendg
promocéo.
MONTE SEU PROPRIO SANDUICHE
BASICO COMPLEMENTO
Para cada um dos
ingredientes
acrescenta
< Q/%:S v
& @
£ 7 +R$1,00
Felipe, Artur e Pedro foram lanchar. Cada um deles
vai querer incrementar seu sanduiche.
. Felipe pediu o basico mais queijo, ovo
- ©cCebola;
» Artur solicitou o basico mais queijo e
= bacon;
Pedro turbinou o dele acrescentando no basico:
queijo, ovo, tomate, alface, cebola e batata palha.

i‘m R$5,00

Pao + Bife

) 3 W os AMKOS |
a) Quanto cada Wit I :
I (AR}
Resposia; Fe)

€ z Resposi:
b)Todos pagaram o masmo valor? Resposia

Porqué?

i por sew sanduiche?

Q10 - Trés amigos foram ao parque de diverséo.
Cada um levou uma quantia de dinheiro para gastar
nos brinquedos.

1. Lucia levou 2 notas de 10 reais e mais 4 notas de
2 reais;

2. Jodo levou a metade das notas de 10 reais e a
metade das notas de 2 reais que LdUcia levou;

3. Beto levou a quantia de Lcia e Jodo juntos.

a) Quantas notas de 10 reais e quantas de 2 reais
Beto levou?

b) Quantas notas de 10 reais e de 2 reais o0s trés
amigos levaram juntos para o parque?

'

Fonte: Respostas do estudante do 5° ano, n° 69, extratos do protocolo.

Como podemos notar, temos novamente nos esquemas de acéo do estudante do 5° ano,

n® 69, que esse se apoia na representagdo mista (iconica e numérica) para demonstrar o seu

raciocinio funcional (teorema-em-acdo implicito). Seus esquemas de agdo apresentam uma

organizacao algoritmica (dominios aritméticos) e permitem o estabelecimento das relagdes

entre essas operacdes, como uma forma de raciocinio funcional (CARRAHER,;
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SCHLIEMANN, 2008; CARRAHER et al, 2006). Uma instancia especifica de uma funcéo e
suas relacbes (CARRAHER: SCHLIEMANN; SCHWARTZ, 2005). Para estabelecer e
verificar a relacdo de dependéncia entre os elementos das situacdes-problema (Q1, Q6 e Q10),
0 estudante utilizou como suporte a estrutura aditiva, 0 que nos permite supor a existéncia de
um elo muito forte entre essa e a estrutura dos campos conceituais da Algebra.

Essa proximidade entre os dominios da aritmética (operagdes) e da algébrica favorece o
desenvolvimento das ideias da variabilidade presente no raciocinio funcional (BRASIL, 2017).
Fica tangivel na forma operatdria como os estudantes do 5° ano, assim como os do 3° ano, se
apoiam para resolver as situac6es-problema (Q1, Q6 e Q10) referente ao conceito de funcéo.

Esses comportamentos observados na vertente da funcéo, por estudantes do 5° ano,
foram baseados nos comportamentos de potencial algébrico, os esquemas de acdo dos
estudantes que procuramos identificar e classificar as categorias (ou a sua proximidade
conceitual) referente aos niveis de raciocinio algébrico apresentados pelos estudantes nas

vertentes algébricas pesquisadas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo apresentaremos nossas conclusdes e consideragdes construidas a respeito
da compreensdo e manipulacdo dos conceitos algébricos na perspectiva da Early Algebra:
prelidio da algebra por estudantes do 3° e 5° anos do ensino fundamental. Traremos 0s
resultados gerados na pesquisa (quantitativamente e qualitativamente), a percepcdo e a
capacidade dos estudantes em relagdo aos conceitos primitivos da sequéncia, da equacao e da
fungdo. Assim, apresentaremos os niveis de raciocinio algébrico catalogados no estudo, e as
perspectivas futuras de estudo nessa area.

Iniciaremos recordando o objetivo desta pesquisa “comparar as competéncias e os
esquemas de acdo que os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, utilizam ao
lidarem com situac®es-problema, envolvendo os conceitos da Algebra Elementar e, ainda,
identificar seus niveis de raciocinio algébrico usados para resolver tais situagdes”. Tendo, em
vista, esse objetivo elaboramos trés questdes, a saber: Quais as competéncias que 0s estudantes
de 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da Algebra
Elementar? Quais 0s esquemas que 0s estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental,
apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar? Quais os niveis de raciocinio
algébrico que estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, apresentam ao lidar com
problemas da Algebra Elementar?

Na busca em atingir tais objetivos, gerar dados consistentes, coerentes com o aporte
tedrico eleito, atendendo as expectativas iniciais e as motivadas no processo e, assim, poder
responder as questdes elencadas, apresentamos, a seguir, a trajetoria que percorremos nesta

dissertacdo para tal.
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1 BREVE RELATO DA TRAJETORIA DO ESTUDO

O primeiro momento da dissertacdo, a introducdo foi pautada na minha experiéncia de
professora de matematica da Educacédo Basica e, também, na perspectiva de mée, cujos filhos
encontravam-se em etapas distintas ao longo do Ensino Fundamental (alfabetizagéo, 4° e 6°
anos). A partir dessa fase, buscamos (eu e a orientadora) levantar teorias, discussdes de
pesquisadores e especialistas que pudessem nos ajudar a responder as indagacdes iniciais. Por
exemplo, como criancas, que ainda ndo tiveram acesso as nocdes da Algebra, conseguem
raciocinar de acordo com os parametros algébricos?

Na sequéncia, tracamos o desenho da pesquisa, bem como os capitulos teéricos que
iriam fundamenta-la. A opcdo metodoldgica foi um estudo descritivo, tendo como base da
investigacdo um instrumento diagndstico, aplicado a 69 estudantes do 3° ano, e 80 do 5° ano,
do Ensino Fundamental. As analises decorreram dos dados coletados por esse instrumento, o
qual continha dez situagdes-problema, perfazendo 14 itens. Esses itens envolviam situagoes
relativas a trés vertentes algébricas: sequéncia, equacdo e funcdo. Os dados nos permitiram
realizar inicialmente uma analise quantitativa, baseada no desempenho dos estudantes e, depois,
uma analise qualitativa, em que o foco foram as a¢des dos estudantes ao lidarem com tais
situacoes.

Cabe ressaltar que os objetivos, as questdes propostas e os capitulos foram construidos
de forma concatenada. Essa estrutura teve por base as discussdes da Early Algebra para
estudantes dos anos iniciais, do Ensino Fundamental, na perspectiva de pesquisadores, como:
Booth (1984), Kaput (1984), Usiskin (1995), Lins e Gimenez (2001), Brizuela (2006), Blanton
(2007), Carraher (2007), Schliemann (2007), Magina (2008), Kieran (2016) dentre outros.

No primeiro capitulo, fizemos uma explanacdo da Algebra sobre dois pontos de vista
“da escola e da matematica”. Nele, apresentamos subsidios tedricos para discutir o surgimento
(parcial) da Algebra como um ramo da matematica e sua posi¢do, atualmente, no contexto
escolar. Tragamos também uma relacdo entre os dominios da aritmética no Ensino Fundamental
e dos conceitos da Algebra.

No segundo capitulo, apresentamos a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(1996), a relacéo dessa para com o campo conceitual algébrico e os estudos que subsidiaram e
referendaram a fundamentacdo teorica-epistemologica da pesquisa. Esses embasaram a
elaboracdo do instrumento investigativo, suas situagOes-problema e contribuiram na

compreensdo e analise dos dados gerados nos protocolos de pesquisa.
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No terceiro capitulo, apresentamos os procedimentos que fundamentaram a opcéo
tedrico-metodoldgica, o desenho do experimento, o universo pesquisado e a amostra escolhida,
bem como os motivos que os elegeram como propicios ao estudo. Dentro do desenho do
experimento, apresentamos a miude o instrumento diagnostico (teste), a partir do qual
obtivemos os dados geradores da pesquisa.

No quarto capitulo, foi destinado as analises. Nele, iniciamos pela a organizagdo e
compilacdo dos dados, gerando, assim, 0s primeiros resultados gerados extraidos do
instrumento investigativo. Buscamos desde o inicio estabelecer um didlogo desses dados com
0 aporte teorico do estudo. Essa anélise foi feita sob dois aspectos: quantitativo e qualitativo.
Os resultados foram erguidos a partir dos percentuais de acertos dos itens do instrumento,
seguido pela identificacdo dos esquemas de acdo dos estudantes e da comparacdo dos
comportamentos de raciocinio algébrico ressaltados pelos sujeitos da pesquisa.

Posto isto, apresentaremos nossas conclusfes e consideragdes finais a respeito dos
resultados da pesquisa e as expectativas para pesquisas futuras. Faremos essa explanacéo
observando a ordem imposta no escopo da dissertacéo.

Na certeza e fidelidade do trabalho efetuado, no decorrer do periodo de coleta e analise
dos dados gerados, traremos uma sucinta sintese dos resultados obtidos para subsidiar as

respostas das trés questdes arquitetadas na introducéo do estudo.

2 SINTESE DOS RESULTADOS ANALISADOS

Na primeira secdo da anéalise e discussdo dos dados, destinada ao fator quantitativo, o
foco foi 0 desempenho dos estudantes (acertos), as diferencgas percentuais entre as variaveis da
pesquisa e o nivel de conhecimento desses para as situa¢es-problema (itens) do instrumento
investigativo (teste).

No gue tange ao desempenho geral, identificamos que os estudantes do 5° ano foram
mais competentes que os do 3° ano. Porém, observando isoladamente os indices percentuais de
acertos alcancados pelos dois grupos foram muito baixos (21% e 32%, respectivamente).
Todavia, estes indices ndo nos surpreendem, uma vez que esses hunca foram expostos ou nunca
estudaram os conceitos algébricos investigados na pesquisa. Mesmo assim, intergrupo, essa
diferenca foi estatisticamente significativa, refletindo uma disparidade cognitiva quanto aos
conceitos avaliados no teste, podendo ser explicada tanto pela diferenga do ano escolar que cada

grupo se encontra (maturidade conceitual), ou ainda, pelo proprio desenvolvimento cognitivo
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do ser humano, ja que os estudantes do grupo do 5° ano tém, no minimo, dois anos a mais que
os do 3°ano.

Partindo para um desempenho especifico das variaveis da pesquisa: objeto matematico
(sequéncia, equacdo e funcdo), tipo de representacdo (iconica, numerica) e nivel de dificuldade
(simples ou sofisticada), identificamos diferencas percentuais entre os desempenhos dos
estudantes, as quais merecem ser notadas.

No que concerne aos trés objetos matematicos, novamente, os discentes do 5° ano
mantém uma vantagem de acertos em relacdo aos do 3° ano. Isto nos permite inferir que esses
se encontram mais propicios a introducg&o dos conceitos da Algebra Elementar que os do 3° ano.

No tocante ao desempenho dos estudantes, na vertente da sequéncia, a combinagéo
numérica com o nivel de dificuldade simples obteve um melhor desempenho para ambos os
grupos, notadamente para os estudantes do 5° ano. Tal resultado nos faz conjecturar que os
alunos, de um modo geral, se beneficiam se a situacdo for apresentada num nivel de dificuldade
simples, independentemente da situacao a ser apresentada por meio da representacdo numérica
ou iconica.

Quanto a vertente da equacao ndo identificamos uma diferenca percentual significativa
de acertos nem intra ou intergrupos. Entretanto, no que tange a combinacdo com a variavel
representacdo simples, ambos 0s grupos se saem estatisticamente melhor. Assim como na
sequéncia, identificamos que a variavel nivel de dificuldade simples combinada com a
representacdo numeérica nos parecem ser de fato realmente mais faceis também para a vertente
da equacdo. Salientamos que o pior percentual de acertos continua sendo a numérica sofisticada
para ambos 0s grupos pesquisados.

No que concerne a vertente da fungéo, tanto o 3° como o 5° ano tiveram maior
dificuldade nela do que nas outras duas vertentes. A mitude, mesmo com toda a dificuldade para
resolver as situacdes funcionais, quando essas apresentavam nivel de dificuldade simples,
ambos os grupos se sairam bem melhor do que em relacdo ao nivel de dificuldade sofisticada.
Ja ao compararmos, dentro de cada grupo, os desempenhos entre as variaveis equagédo e
sequéncia, constatamos que ndo ha diferenca significativa nem para o grupo do 3° ano nem do
5° ano. Em outras palavras, os itens envolvendo esses dois conceitos apresentaram 0 mesmo
grau de dificuldade para os dois grupos.

Levando em consideracdo a variavel tipo de representacdo, independente do objeto
matematico, identificamos que a representacdo iconica favorece significativamente os
estudantes dos dois grupos em comparacdo com a numérica. Baseadas nesses resultados,

consideramos que 0 icone € um apoio importante para ambos 0s grupos, uma vez que mesmo
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sem instrucdo formal os estudantes apresentaram competéncias necessarias para resolucdo de
situacBes-problema que envolvem nogdes basicas da Algebra Elementar.

Quanto ao nivel de dificuldade, ser simples ou sofisticado, como previsivel na analise a
priori, as situacdes-problema cuja dificuldade fora categorizada como simples foram realmente
elementares, basicas para os estudantes dos dois grupos. De fato, mais da metade dos estudantes
do 5° ano e mais de um tergo dos estudantes do 3° ano resolvem situagdes-problema simples,
envolvendo nogdes basicas da Algebra Elementar.

Posto isto, ressaltamos que nao existe razao quantitativa para adiar a antecipacdo dos
conceitos algéebricos (basicos) para os anos iniciais, do Ensino Fundamental, uma vez que existe
uma relacdo de continuidade entre os dominios da aritmética e da Algebra. Desde que seja
proporcionado aos educandos as condi¢cdes favoraveis (situacdes iconicas e/ou com graus de
dificuldade simples) para sua aprendizagem. Tal afirmacéo baseia-se na necessaria competéncia
demonstrada por esses para a formacao de conceitos referente a sequéncia, equacéo e funcao.

Em relagdo ao ponto de vista qualitativo, concluimos que os estudantes do 3° e 5° anos,
do Ensino Fundamental, mostram-se capazes para identificar e/ou construir regularidades, para
estabelecer relacGes de equivaléncia e, também, de dependéncia entre grandezas numéricas.
Essa hipotese fundamenta-se nos esquemas de acéo registrados nos protocolos de respostas dos
estudantes tanto do 3° ano como 0s do 5° ano pesquisados.

Quanto as regularidades presentes nas sequéncias algébricas (repetitiva ou recursiva),
abordadas no teste, podemos dizer que os estudantes demonstram estar aptos para identificar os
comportamentos de padrdo, e as leis que as regulam. Notamos que eles utilizam, em sua
maioria, uma noc¢do intuitiva (dominios aritméticos) para estabelecer uma generalizacdo
algébrica e a utiliza como recurso/apoio para encontrar elementos desconhecidos (posteriores).
Esses elementos desconhecidos sdo mais facilmente descobertos se estiverem proximos, mas
isso ndo significa que ndo consigam identificar os elementos distantes (mesmo que ndo com a
mesma frequéncia dos mais préximos). Identificamos em alguns esquemas registrados, na
vertente da sequéncia teoremas-em-agéo, equivalente a teoremas matematicos sofisticados e
improvaveis conceitualmente para o nivel curricular dos estudantes pesquisados.

No que tange a vertente da equacdo, verificamos que os estudantes identificam uma
relacdo de equivaléncia, baseando-se na identificacdo do sinal de igualdade apenas como
resultado de uma operacdo. Utilizam desse apoio e o ampliam (propriedade simétrica) para
identificar as variaveis (parcial ou total) envolvidas na relacdo. A relacédo transitiva aparece nos
registros dos esquemas de acdo dos estudantes, porém, num sentido figural (iconico). Isto nos

sugere uma nocao inacabada dessa propriedade no &mbito dos conceitos algébricos da equagéo.
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No quesito de relagdes funcionais, verificamos que os estudantes tanto do 3° quanto 0s
do 5° ano apresentam maior dificuldade nessa vertente que a observada nas vertentes da
sequéncia ou da equacdo. Utilizam, em sua maioria, na resolucdo das situacdes-problema,
recursos de estruturas aditivas para encontrar o(s) valor(es) da(s) grandeza(s) desconhecido(s).
Observando os procedimentos registrados nos esquemas dos estudantes quanto as estruturas
aditivas e multiplicativas, identificamos nos estudantes do 5° ano uma forte tendéncia a utilizar
a escala multiplicativa. Enquanto que os estudantes do 3° ano nao deixam claro seus esquemas,
muitas vezes, passando pelo uso de icones, outras em conjunto com ndmeros (mas nao
necessariamente operacdes). Essa diferenca nos parece previsivel, uma vez que os do 5° ano
encontram-se adentrando no campo proporcional com mais intensidade que os do 3° ano.
Mesmo a operacgdo de multiplicacdo, ela é bem mais trabalhada com estudantes do 5° que do 3°
ano. Este ultimo costuma estudar basicamente a adicdo, e a multiplicacdo vem a seu reboque,
vista apenas como adigédo de parcelas iguais.

Observamos também que os estudantes de ambos os grupos se beneficiaram
significativamente das situacdes-problema nos trés objetos matematicos investigados, desde
gue no ambito da representacdo iconica e de nivel de dificuldade simples. Dessa maneira,
podemos dizer que a antecipacdo dos conceitos basicos das varidveis algébricas investigadas
ndo € apenas possivel, mas também vidvel ao longo dos anos iniciais, do Ensino Fundamental.
Essa antecipacdo conceitual é apenas uma formalidade curricular que tende a ser oportunizada
pelas diretrizes da BNCC (BRASIL,2017) quanto ao eixo da Algebra.

Para fundamentar nosso argumento quanto a capacidade algébrica dos estudantes do 3°
e 5°anos, do Ensino Fundamental, (amostra investigada) identificamos dois niveis de raciocinio
algébrico. Esses foram baseados nos comportamentos registrados nos esquemas de acdo dos
estudantes extraidos dos protocolos de respostas e categorizados mediante cada uma das trés
vertentes algébricas abordada nas situacfes-problema do instrumento investigativo (teste). Um
de primeira ordem, N1 em que se evidencia uma forma de raciocinar com noc¢des primarias
sobre os conhecimentos algébricos; o outro de segunda ordem, N2, sendo aquele em que essas
nogOes sao mais consistentes e mais bem-acabadas que os de N1.

No que concerne aos niveis de raciocinio algébrico para a vertente da sequéncia, 0s
estudantes do 3° ano assim como os do 5° ano, situam-se no nivel de raciocinio algébrico de 22
ordem, quanto aos conceitos basicos das sequéncias algébricas abordados no teste investigativo.
Isto significa que, de acordo com nossos resultados, os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino
Fundamental, encontram-se aptos a serem conduzidos aos dominios nas sequéncias algébricas

e, consequentemente, ao campo conceitual da Algebra.
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Situacdo oposta é observada na vertente da equagao para ambos 0s grupos pesquisados.
Os estudantes do 3° ano assim como 0s do 5° ano encontram-se no nivel de raciocinio algébrico
de 1% ordem. Assim, eles ainda se encontram com nog¢Bes muito elementares em relacdo ao
conceito de equacdo. De acordo com os dados gerados na pesquisa, identificamos nesses
discentes uma dificuldade em se moverem entre as duas propriedades basicas da relagdo de
equivaléncia, ou seja, de irem da relacdo simétrica para a transitiva. E isto os impediu de avancar
na identificacdo e na compreensdo das variaveis (incognitas) presentes nas situaces-problema
dedutiveis a uma equacdo de primeiro grau abordadas.

Observando o emparelhamento entre os niveis de raciocinio algébrico dos grupos nas
vertentes da sequéncia e da equacdo, ficou tangivel a proximidade algébrica entre eles.
Identificamos na forma operatoria registrada nos extratos dos protocolos de respostas, que 0s
estudantes do 5° ano, assim como os do 3° ano se apoiam de forma analoga (embora 0 5° ano
seja mais sofisticado) para resolver as situacdes-problema referentes aos conceitos basicos
investigados.

Todavia, na vertente da funcdo, a relacdo entre os niveis de raciocinios algebricos (N1
e N2) dos estudantes do 3° ano para com os do 5° ano apresentam uma diferenca
comportamental. Os alunos do 3° ano transitaram livremente, sem nenhum compromisso com
a coeréncia, entre os dois niveis de raciocinio algébrico, ndo apresentando uma caracteristica
comum (intragrupo), que permita fixa-los em apenas um unico nivel de raciocinio algébrico.
N&o nos sentimos a vontade para fazer essa classificacdo, uma vez que diante dos niveis
categorizados esses estudantes, 3° ano, podem ainda se encontrar em um nivel anterior a que
propusemos. Entretanto, os educandos do 5° ano se encontram no nivel de raciocinio algébrico
de 1? ordem, N1. Isto equivale dizer que os do 5° ano, nesse momento curricular, apresentam
condi¢des mais favoraveis a introducdo do conceito de funcdo que os do 3° ano, do Ensino

Fundamental.

3 RESPONDENDO AS QUESTOES DE PESQUISA

Dedicaremos nesta se¢do as respostas das seguintes questdes de pesquisa que foram

assim descritas:

l. Quais as competéncias que os estudantes de 3° e 5° anos, do Ensino

Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar?
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. Quais os esquemas que os estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental,
apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar?

II. Quais os niveis de raciocinio algébrico que estudantes do 3° e 5° anos, do
Ensino Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da Algebra

Elementar?

I. Quais as competéncias que os estudantes de 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental,

apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar?

Quanto as competéncias observadas nos registros esquematicos dos estudantes do 5°
ano, assim como os do 3°, quanto as situacfes-problema do teste, podemos responder que ambos
0S grupos as apresentam. Essas competéncias sdo muito semelhantes (teorema-em-acao), sdo
de natureza intuitiva/dedutiva mobilizadas na direcdo de responder as situa¢fes-problema sem
nenhum compromisso algébrico (dominios da aritmética). Mostram-se capazes de
compreender, construir e inferir sobre regularidades sequenciais (repetitivas e recursivas),
utilizando-se de procedimentos de competéncia numérica, operacional e de ilacBes algébricas.

No que tange as equacgOes, as relacdes de equivaléncia (implicitas) esses mesmos
estudantes, 3° e 5° anos, em sua maioria, mostram-se competentes em estabelecer e/ou
relacionar as propriedades basicas de uma equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva), mas
de uma forma parcial. O dominio majoritario dessas competéncias equacionais refere-se
somente as duas propriedades: a reflexiva e a simétrica. O que nos é completamente previsivel
devido a organizacdo curricular vigente (PCN, 1997 e 1998). Mas isso ndo significa que nao
sdo capazes de estabelecer a transitividade, apenas que seu dominio é ainda insipiente em ambos
0S grupos.

Por fim, quanto as competéncias relativas a uma funcao de 1° grau (teste), identificamos
que os grupos se distanciam quanto as capacidades apresentadas. Os estudantes do 3° ano
demonstram uma habilidade ancorada nos desenhos, ou seja, constroem uma sequéncia icénica
de fatos (linear) da situagdo-problema. Em seus esquemas, os estudantes exibem uma
compreensdo das dependéncias entre as grandezas mediadas por sua historicidade (enunciado).
Por conseguinte, os educandos do 5° ano demonstram ser capazes de compreender, inferir e

estabelecer as relagdes de dependéncia mediados pelo raciocinio proporcional.

Il. Quais os esquemas que os estudantes do 3° e 5° anos do, Ensino Fundamental,

apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar?
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Quanto aos esquemas, podemos responder que os estudantes de ambos os grupos (3° e
5° anos) ao responder (ou tentar) as situacfes-problema do teste, eles apresentam registros
iconicos, de contagem (numérico e icones) e de operacOes (aditiva e multiplicativa). Esses
esquemas independem da vertente algébrica (sequéncia, equacdo ou funcéo) abordada na
situacdo-problema.

A representacdo apenas iconica tem maior ocorréncia nos registros dos estudantes do 3°
ano, visto que os estudantes do 5° ano quando utilizam esse tipo de esquema o fazem aliados a
estruturas numéricas. Quanto aos esquemas de estruturas aditivas e multiplicativas sdo mais
observados nos esquemas dos estudantes do 5° ano. Mas isso néo significa que os estudantes
do 3° ano nédo apresentam esquemas operatorias, apenas que eles o fazem em menor grau que

os do 5° ano.

I1l. Quais os niveis de raciocinio algébrico que estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino

Fundamental, apresentam ao lidar com problemas da Algebra Elementar?

Quanto aos niveis de raciocinio algébrico identificados/classificados nos estudantes
pesquisados ao resolver situacdes-problema, envolvendo noges basicas da Algebra Elementar,

podemos responder que:

e De 2% ordem, N2, na vertente da sequéncia tanto para os estudantes do 3° como os do 5°
ano;

e De 12 ordem, N1, na vertente da equacdo tanto para os estudantes do 3° ano como os do
5° ano;

e De 1?2 ordem, N1, na vertente da funcdo apenas para os estudantes do 5° ano.

De acordo com o estudo, 0s resultados encontrados e 0s comportamentos
observados/categorizados como entes algébricos na vertente da funcdo ndo encontramos
subsidios que possibilitassem a classificagdo de um nivel de raciocinio algébrico (segundo
nosso estudo) para amostra dos estudantes do 3° ano pesquisados.

Como podemos observar, encontramos evidéncias suficientes para referendar a
conducdo dos estudantes do 3° e 5° anos, do Ensino Fundamental, aos dominios do campo
conceitual da Algebra. Desde que essa retrate a sequéncia, a equacdo e a funcdo mediante
situagdes-problema com uma representacdo baseada em icones ou um misto numérico/iconico

e de nivel de dificuldade simples. Assim, defendemos a posicao que tal conducéo algébrica é
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plenamente vidvel didaticamente, uma vez que o0s estudantes pesquisados apresentam
competéncias, esquemas e nivel de raciocinio algébrico que os torna aptos a sua instrugao.
Ap0s responder as questdes de pesquisas incitadas (inicialmente), percebemos que ha
muito ainda por fazer nessa area, da Early Algebra, e amparados nos resultados gerados e
discussdes elencadas sentimo-nos a vontade para fazer sugestdes de estudos futuros que possam

ter como marco a pesquisa aqui dissertada.

4 PENSANDO EM PESQUISAS FUTURAS

A presente pesquisa buscou entender como estudantes dos anos iniciais pensam e agem
na frente de situacdes embebidas em conceitos algébricos elementares. Para tanto tragcou como
objetivo “comparar as competéncias e os esquemas de acdo que os estudantes dos 3° e 5° anos
do Ensino Fundamental utilizam ao lidarem com situacdes-problema envolvendo os conceitos
da Algebra elementar e, ainda, identificar seus niveis de raciocinio algébrico usados para
resolver tais situagdes”. Por se tratar de um estudo ainda com caracteristicas exploratorias,
limitou-se a pesquisar por meio de um Unico ambiente investigatério (teste diagnostico escrito)
e apenas em dois anos escolares (3° e 5° anos). Assim, temos consciéncia de ndo ser possivel
levantar generalizagdes a respeito dos desempenhos e estratégias presentes no universo de todo
Ensino Fundamental. Por outro lado, acreditamos que nosso estudo traz luz para refletirmos
sobre a algebra nos anos iniciais, pois deixa-nos antever acdes repetitivas de varias dessas
criancas pesquisadas ao lidarem com as situacdes propostas.

Entdo, tendo claro as limitacbes do estudo, nossa primeira sugestdo refere-se a
elaboracdo de futuras pesquisas na mesma perspectiva da Early Algebra e, ainda, focando nos
mesmos anos escolares que 0 nosso, em que se investigue com outros instrumentos. Nesse caso,
poderia ser usado o método clinico piagetiano, em que a crianca responderia ao instrumento
diagndstico escrito na presenca apenas da pesquisadora, a qual poderia intervir fazendo
perguntas para mais bem entender o procedimento.

Outro caminho que também poderia contribuir muito para nossa compreensao de como
0s estudantes dos anos iniciais raciocinam e agem frente a situag0es-problema, poderia ser a
aplicacdo de um instrumento diagnostico em que a crianca contaria com material manipulativo
de forma individual para servi-lhe de apoio. Assim, nossa segunda sugestdo de pesquisa seria a
realizacdo de um estudo em que o pesquisador, tal qual na proposta anterior, também lancaria

mdao do método clinico piagetiano para interrogar a crianga sobre suas acoes.
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Uma terceira sugestdo de estudo, por fim, poderia ser a jun¢do dos dois anteriores, com
parte das criangas formando um grupo que teria o apoio do material manipulativo e a outra parte
sem tal apoio, sendo que ambos seriam investigados utilizando o método acima referido. Nesse
caso seriam quatro grupos, dois do 3o ano e dois do 50, sendo que cada um se subdividiria em
dois outros grupos: o com apoio do material manipulativo e o sem apoio.

Nossa terceira sugestao, refere-se aos sujeitos da pesquisa. N&o ser apenas em dois anos,
e sim ao longo de todo o Ensino Fundamental, para que se pudesse analisar os estudantes a
partir de uma instrucdo algébrica, uma vez a BNCC (BRASIL,2017) como forca de lei,
implantara o eixo da Algebra no curriculo de Matemética.

E por fim, nossa quarta sugestdo, refere-se a uma pesquisa feita amiude de cada uma
das vertentes algébricas estudadas por nés. Ou seja, uma pesquisa contendo apenas conceitos
algébricos da sequéncia e suas variagcdes, outra abordando apenas a equacéo e as relacdes de
equivaléncia e, uma ultima com os conceitos da funcdo de 1° grau. Para esta Gltima pesquisa,
da funcdo, sugerimos também que esta possa trazer elementos pesquisados por nos e por

Teixeira (2016), uma vez que este foi um dos precursores nesta perspectiva da Early Algebra.
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